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SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND ORDRE 
ET DU PREMIER DEGRÉ DONT L'INTÉGRALE GÉNÉRALE EST 
A POINTS CRITIQUES FIXES. 


PAR 


B. GAMBIER 


à MONTPELLIER. 


Introduction. 


1. — Objet de ce mémoire. — M. PaiNLEVÉ a indiqué une méthode pour 
déterminer toutes les équations différentielles (algébriques) du second ordre dont 
les points critiques sont fixes et il a développé cette methode explicitement dans 


le cas où l'équation est de la forme 
(1) y! — Ry. y, v) 


R rationnel en y, algébrique en y, algébrique ou analytique en x. 

Un mémoire publié dans les Acta Mathematica (1902) renferme le tableau 
de toutes les équations (1) à points critiques fixes. 

Ayant .commencé, sur les conseils de M. PaiNLEVÉ, l'application de sa mé- 
thode aux équations qui sont non plus du premier degré mais du second en y", 
jai été éonduit à réviser l'énumération des équations (1) et jai constaté que les 
tableaux dressés par M. PaiNzevé présentaient une lacune que je comblerai dans 
le présent mémoire. Cette lacune provient de ce que dans la diseussion des cas 
nombreux que la méthode conduit à distinguer, M. PAINLEVÉ en a laissé échap- 
per un, qui se trouve correspondre à des types nombreux et importants. Je 
préciserai d'abord cette omission. 
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2. On peut toujours mettre l'équation sous la forme 


(2) y! — o(y', y, u, x) 


o étant rationnel en y',y,u et u étant lié à y par une relation algébrique qui 


dépend analytiquement de x soit 


Fu y, x) =o. 


— 
(8%) 
<= 


M. Paıstev& montre d'abord que pour x arbitraire la relation (3) entre y et u 
doit être de genre o ou 1. Dans le cas où elle est de genre 1 les tableaux de 
M. ParNLEVÉ sont complets: je n'y reviendrai plus. Dans le cas où elle est de 
genre zéro on peut toujours moyennant un changement de variable trés simple 
supposer que A (y y, x) est rationnel en y' et y. Dans ce cas, je vais indiquer 
pourquoi les tableaux de M. ParwLEvÉ doivent être notablement complétés. 

M. PAINLEVÉ établit d’abord que l'équation (1) est de la forme 


(4) y' — A (y, x) y* + Bly, x) y' + C (y, x), 
où A(y, x) est l'une des 9 expressions f) 
a [x 4] «bi 1] 
ND NS G 2, ME Denn 
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a,b,...,h, désignent des fonctions de x qui peuvent être identiquement nulles 
ou se réduire à des constantes, » désigne un entier positif supérieur à 1. En 


I 


effectuant sur y la transformation homographique Y — ou LE er ou 
— 5 m Mem (CI iem c) NEVERS) suivant que A coincide avec la r*'* de ces 
ay +b (cf —de) (ay +b) 


expressions, ou la seconde, ou avec la 3'"* et 4°™°, ou enfin avec l'une quelconque 


des suivantes, on est ramené à une équation analogue 
(5) Y"— A(Y, X) PACE BY, X) Y! + CES) 


où A, B,C sont rationnels en Y et où A coïncide avec une des 8 expressions (/ 
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H désignant soit une constante numérique « soit X. 


M. ParwrLEVÉ étudie ensuite les équations correspondant à chacune de ces 
8 formes de A. Or l'énumération de M. PAINLEVÉ est complete pour les 2 for- 


I 
I 


I ; Qu : 
mes A=o et A oy mais le cas A PES présente une lacune importante et 
comme la discussion relative à ce cas retentit sur la discussion des 5 derniers, 
cette lacune entraine l'existence de lacunes correspondantes dans les 5 derniers 
tableaux. 


3. Ce n'est done pas une erreur dans la méthode mais une omission dans 
lapplieation de la méthode qui explique les lacunes des tableaux de M. Pars- 
LEVÉ et c'est par l'application méme de cette méthode que j'ai comblé ces 
lacunes. 

Cette méthode se décompose en deux méthodes distinctes: 

1° une méthode qui fournit un certain ensemble de conditions nécessaires 
pour que l'équation ait ses points critiques fixes. 

2° une méthode qui démontre que ces conditions sont suffisantes 

L'applieation de la méthode aux cas omis par M. PAINLEVÉ n'était pas 
toutefois sans présenter des difficultés. Tout d'abord des complications de calcul, 
si les conditions étaient formées maladroitement. Ensuite il n'était pas certain 
que les conditions ainsi obtenues fussent intégrables, c'est-à-dire qu'on püt écrire 
explicitement à l'aide d'un certain nombre de fonctions de x arbitraires toutes 
les équations cherchées. Enfin parmi les équations obtenues, les unes sont inté- 
grables, j'entends réductibles aux équations linéaires et aux quadratures, les 
autres sont irréductibles. Il fallait distinguer ces deux .classes et notamment 
intégrer les équations intégrables, ce qui, comme on le verra plus loin, était pour 
certaines d'entre elles assez malaisé. 

Je résume d'abord les résultats de cette discussion minutieuse. Les plus 
importants concernent les équations irröduetibles, qui engendrent des transcen- 
dantes nouvelles. 

4. Transcendentes nouvelles engendrées par les équations différentielles du se- 


cond ordre. 


4 B. Gambier. 


Il existe 6 types et 6 seulement d’équations différentielles (1) à points cri- 
tiques fixes qui sont irréductibles au sens le plus rigoureux du terme (sens de 
M. DnacH) Ces 6 types peuvent recevoir les formes canoniques qui suivent 
la, ?, 7, 0 désignent des constantes numériques] 
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Par suite de l'omission signalée, M. PAINLEVÉ n'avait obtenu que 3 types distincts 
d'équations irréductibles, à savoir les 3 premiers. Les tableaux qu'il avait for- 
més ne contenaient pas l'équation IV; ils contenaient l'équation V dans le cas 
> 4 2 
N ) 5 ZT 
où « —j -— 0, auquel cas la transformation y = |— == permet de la ramener au 


a 
e 


> 


type III, tandis que si «, 3 ne sont pas nuls tous deux elle est irréductible au 
type III; de méme l'équation VI ne figurait dans les tableaux de M. PAINLEVÉ 





x Vo € ; 
que dans le cas où «—(/—7-— 0, 0=— auquel cas elle est intégrable, tandis 


que dans le cas general elle est irreductible. 

L'intégrale générale y(x) des équations I, II, IV est uniforme; celle des 
équations III et V admet æ —0 et x — o comme points critiques transcendants; 
si l'on effectue, pour ces 2 types la transformation x — e*, la fonction y (X) est 
une transcendante uniforme. Enfin l'intégrale générale y(x) de l'équation VI 


admet les points critiques transcendants x — 0, v— 1I, »— 9. 


5. La méthode employée par M. PariNLEVÉ pour montrer que l'équation 
y'—6*--*x a ses points critiques fixes [Bulletin des Sciences Math. 1900] 
s'applique d'elle même aux autres équations. Dans une note des Comptes Ren- 
dus, 24 Décembre 1906, M. PAINLEVÉ a fait lui-même cette extension. I] a de 


plus montré que le type VI contient comme dégénérescences les 5 premiers: 
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V est dégénérescence de VI; III et IV dégénérescences de V; II dégénérescence 
de III ou IV et enfin I est dégénérescence de IT. 





: ven) 
M. ParsLEvÉ letablit de la facon suivante: faisons dans VI 0 — a. 
y= — ^ EE 4 æ—1+eX, y=Y d’où une équation 
m ya [7 NA UE CR M da den GET ED 
Lini une) wen, xe je nahe went) 


qui a ses points critiques fixes en même temps que VI pour toute valeur nu- 
mérique non nulle donnée à z, et par suite encore pour «=o: or elle se réduit 
à V pour «— 0. L'application du méme principe donne en faisant dans V 


> > 
5 3 a : ae n 7 
g——Bh, a4, yaye, dde, y-ıteY, c=X 
€ Le € 
.la dégénérescence 
R MOINE > 20 
Ju X Ar xs +2 VY) + v 3r Y 
qui donne III en posant X =&, Y —n£. 
De méme si dans V on fait 
ced cuta Ue adr Ono yv el 
err esie Des A meti ae iue Du: 
on à la dégénérescence 
: B. Bie e: pee x j 
EE REQUE | +) +4 
2 } 2 | 2 } 


qui donne IV en posant X —EV2,n — Y V2. 
On pose maintenant dans III 


on a la dégénérescence Y"=2Y%+ X Y +, ou II. 


De même dans IV 


on a Y—8Y5+4X Y +a, et en posant 2 X —£V2,n— Y V2 on a le type IL. 


eo 
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des 5 2 = I E 6 
Enfin la substitution y=eY+>5, zx=eEX 1 = 
c é 








transforme II en 


co ? r2 

Y"—6 Y?4+ X + &'(2 Y? -- X Y) ce qui conduit bien à I comme dégénérescence. 
Or M. PAINLEVÉ a montré aux Comptes Rendus que l'équation y'—6%ÿ?+x 

est irreductible au sens le plus rigoureux du terme (sens de M. Dracn). Il en 

résulte que les 5 suivantes sont aussi absolument irréductibles sauf peut-étre 


pour des valeurs exceptionnelles des constantes c, p, y, 0. 


6. Formation des conditions nécessaires pour que l'équation (1) ait ses points 
critiques fixes. 

Je voudrais indiquer maintenant la facon précise dont j'ai appliqué la mé- 
thode de M. PAINLEVÉ pour former les conditions nécessaires que vérifie toute 
équation (r) à points critiques fixes. L’équation à étudier est de la forme 


— 
Cn 
— 


y' — A (y, x) y? + Bly, x) y' + C(y, x) 


où À est l’une des expressions #. Les expressions B et C sont des fonctions 
rationnelles en y, dont les pôles, d’après un résultat de M. PAINLEVÉ, sont sim- 
ples et coincident avec les pôles de A; la transformation y Y — 1 limite le degré 
de B et C en y par l'application de ce méme résultat au póle Y — o. 

J'emploie alors la substitution de M. PAINLEVÉ: v — x, +aX, Y=ay dou 
une équation dont l'intégrale générale est à points critiques fixes quelque soit «, 
sauf peut-être pour « — 0, done encore pour «=o: cette équation où « a été 
annulé, ou équation simplifiée est du type suivant 


(6) y'—a,yy. + by Bly AO 

7 4 z ta yy-ctby si A ; 

(8) y x Ir— | + ayy + by? pour les 6 dernières formes de A 
1 y | 1 1 


(n entier =o, different de o ou de +1; a, 6, désignent les valeurs pour x = x, 


de deux fonctions a(x), b (x) calculées rationnellement au moyen des coefficients 
de l'équation proposée.) 

C’est dans l'étude de la simplifiée (8) que M. ParNLEVÉ a laissé échapper 
un cas important; cela explique comment les résultats de M. PAINLEVÉ étaient 
complets pour les 2 premières formes de A; la simplifiée (8) rentre dans les 
équations où A a la 3ème forme possible, et on voit comment les 5 dernières for- 


mes de 4 conduisant à la méme forme simplifiée, une telle omission pour la 


- 
4 
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3ème forme de A entraîne des omissions correspondantes pour les formes suivan- 
tes de À. 

En tous les cas les 3 simplifiées s'étudient de la même façon: la variable 
indépendante « manque, d’où résulte que si l'intégrale générale de cette simplifiée 
est a points critiques fixes, elle doit étre de plus uniforme. Cette intégrale 
s’obtient par quadratures: si on écrit y'— w^, u vérifie une équation u" — u? f (u) 
où f est rationnelle en «u et on a en méme temps y — q (wu, w), g étant rationnelle 
en u et u: or Brior et BovquET ont déterminé toutes les formes possibles que 
peut avoir la fraction f(w) L'application de leurs résultats donne ou bien 
a (x) zb (x)= 


non nulles toutes deux. 


> 


o ou bien ca? + ?b—0, « et 2 étant deux constantes numériques 





Occupons-nous d'abord de la seconde hypothèse «a? + Bb=—0o; a(x), b(x) ne 
sont pas nuls tous 2 identiquement. Cherchons s’il n'existe pas, pour une valeur 
quelconque x, attribuée à x, une intégrale de l'équation, non simplifiée, qui est 


étudiée 
(5) y' — A (y, x) y? + Bly, x)y' + C (y, x) 


qui admette x —2a, comme pôle. $i cela a lieu cette intégrale est représentée 
par un développement 


a, ar a, et... 
za) (ex) 


(9) sí 


où 4a,,4,... sont des constantes, à un entier positif. En substituant dans 
l'équation (5) on doit avoir une identité; les termes polaires de degré le plus 
élevé sont respectivement 
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Il faut nécessairement que i=ı sinon i+ 2 «22 4 1 £36 sans égalité: si b 0 
le terme de degré 3i sit>1 ne pourrait disparaître; si bo, on aurait @ 0 
et alors le terme de degré 27 + 1 ne pourrait disparaître. 

Nous faisons i— r et substituons: a, est donné par une équation du pre- 
mier degré si bo, du second si b 0; puis qd, a... s'expriment tous au 
moyen des coefficients précédents par une équation du premier degré, sauf peut- 
être Pun d'eux et un seulement qui disparaît de l'équation qui devrait le four- 
nir: mais alors il reste une relation qui est nécessaire pour que ce póle existe: 
cette relation devant être vérifiée quel que soit x, entraîne une identité entre 


les coefficients de l'équation (5). 
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Si l'on prend la première hypothèse a (x) —b(v)-— 0, on arrive à un résultat 
semblable. Je forme dans ce cas une nouvelle simplifiée en posant dans (5) 





x —z,-- «X, Y —ay, d'ou par le méme mécanisme 


(6 bis) y'-—ey? si A=o 
19 
2 EO I 
(7 bis) ym +ey? si A 5 
12 
(8 bis) UR - >) + e,y? pour les 6 dernières formes de A 


(» désigne le méme entier pour (8) et (8 bis), e, est la valeur pour + — x, d'une 
fonction e(x) calculée rationnellement au moyen des coefficients de l'équation 5). 
Cette nouvelle simplifiée s'intègre encore par quadrature. J’emploie d’ail- 

I 


leurs lartifice suivant, je pose y' —zy d'ou y —f(z, z) où f est rationnel en z 
et z' et l'équation 





10) 2! —=y2zz' + 023 


où 7 et Ó sont des constantes numériques: cette équation (ro) est précisément 
du type de la simplifiée (6) dont on a déterminé toutes les formes possibles. 
La conclusion est celle-ci: dans (6 bis) et (7 bis), e(x) peut être identiquement 
nul ou non; dans (8 bis), e(x) est identiquement nul, si » n'est égal ni à 2, ni 
à 4, ni à — 4; pour ces dernières valeurs de n, e(x) peut être ou non identique- 
ment nul. 

Si e(x) —o l'étude est finie. 

Si e(x) _o nous remontons comme plus haut de la simplifiée à l'équation 
(5): je cherche comme plus haut, si pour z — x, où x, est quelconque. s'il existe 
une intégrale admettant x, pour pôle. Pour des raisons semblables ? — 2, a, est 
donné par une équation du premier degré; les coefficients successifs se caleulent 
comme plus haut et on arrive par le méme mécanisme à une identité entre les 
coefficients de (5). 

Cela fait on a épuisé tout ce que cette méthode peut donner pour la valeur 
y -— 0; M reste à faire, suivant la forme de A une étude semblable pour les 


autres valeurs singulières de y! considérées comme fonction de y, à savoir 
ij —0,1, ou w On ramène cette étude à celle de y — » par une substitution 


faite sur (5) 
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7. Une question se pose ici: j'ai exprimé que les équations étudiées ad- 
mettent des pôles mobiles (ou des zéros, ou des unités mobiles). Mais ces condi- 
tions sont-elles nécessaires pour que l'équation ait ses points critiques fixes? 

La réponse est affirmative. M. PairNLEVÉ a donné lénoncé général de ce 
théorème et la démontré en détail dans le cas où 4 — o (Bulletin des Sciences 
mathématiques 1900). J'en donne une démonstration explicite pour l'un des cas 
nouveaux que je propose (voir plus loin, page 49). La démonstration employée 
montre qu'elle s'étend aux autres cas. Je supposerai donc ce point acquis. 

Rendons nous compte du nombre de conditions obtenues: il suffit de rai- 
sonner pour y — ©; il y avait 3 cas à considérer, d’après la nature des fonctions 
a(x), b(x), e(x). 

19) «a? + gb —o, sans que a et b soient identiquement nuls tous 2. 

Suivant que « est nul ou non, il y a unc ou deux familles de póles mobi- 
les simples, et comme une famille de póles mobiles peut ou non conduire à une 
identité entre les coefficients de (5), nous avons en comptant «a? + 3b —o au 
plus 3 relations identiquement vérifiées. 

2°) a(x)—b(x)=0, e(x) -o, une famille de pôles doubles mobiles, done 
comprenant a(x) 0, b(x) —o au plus 3 relations. 

3°) a(x)-—b(x)-—e(x)-—0. Cela fait exactement 3 relations. Je vais mont- 
rer ici comment ce dernier cas, où nous avons cessé d'aller plus loin, se rattache 
lui-même à l'existence de pôles mobiles: je développe l'équation (5) suivant les 
puissances décroissantes de y: elle est alors (n entier =o, ~0, ~—1 mais pou- 


vant être o) 


"rema UE uu des 
y — (x x y + a, (x) yi + a, (x) P a 
y! y! 
Sr b, (x) y ar b, (x): SE b, (x) 235 
y UF 
€4 AX 
te (y e o) + 89 4 


Si l'on admet l'existence d'un pôle, on a en appelant 7 l'ordre de ce pôle et en 
prenant le terme de degré le plus élevé dans chaque ligne: à la première deux 
termes de degré polaire i + 2, à la seconde un de degré à + 1, à la 3?"* un de 
degré i: les deux termes de degré i+ 2 se détruiront done, d’où la relation 
i— — n; donc le pôle ne peut exister que si n'est fini et négatif: je fais y= z" 
et vérifie que z vérifie une équation du second ordre pour laquelle z — o est une 
valeur ordinaire; done pour & — zm, il existe une intégrale z pour laquelle z, — o 
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et z', est arbitraire, autrement dit l'équation (5) admet l'intégrale y tes zen 
= 


5 
où 4 est arbitraire. 

En répétant cette étude pour y=o, 1 ou x s’il y a lieu, on voit donc 
qu'on obtient un nombre fini de relations différentielles algébriques entre les 


coefficients de l'équation (5), par un procédé régulier de calcul. 


S. — Le résultat trés remarquable obtenu pour les équations du second 
ordre et du premier degré, rationnelles en y, est que l'ensemble des conditions 
nécessaires obtenues par ce procédé est en méme temps suffisant pour que l'in- 
tégrale soit à points critiques fixes. 

Dans le cas oü l'équation contient y non plus rationnellement, mais algé- 
briquement, sans être susceptible d’être ramenée à une autre où y figure ration- 
nellement, c’est-à-dire où la relation H (y, u) —o dont il a été question plus haut 
est de genre 1, il n'en est plus de méme, comme M. ParNLEvÉ l'avait montré 


pour l'équation 


» day Ze) I | 





yy" le 

bi . À 2 ^2 4,2 701/77 2208 9 USER Ite 
EYE A -— y*)(1 — k?y?) 

sur cet exemple, lintégration seule montre qu’on doit écrire une relation cette 

fois transcendante et non plus algébrique, que la méthode précédente ne peut 


donner. 


9. Formation explicite de toutes les équations (1) à points critiques fixes. 
Les équations indiquées par M. PAINLevé étaient explicitement connues, 


par exemple y" 


9 $ I © ] , 2 
— 642, y! = 6 y? — ou y!— 6? + x, sauf une seule équation 
y^; 4 y 24 | E , 


(E) y. =— yy + y? —12q(z)y + 12 q' («) 


où g(x) vérifie l'équation q' — 6 g? + x qui est l'une de celles précédemment citées. 
Si done on regarde comme connues les transcendantes engendrées par les équa- 
tions algébriques du 2*"* ordre et du 1° degré à points critiques fixes, cette 
équation (E) est donnée explicitement. 

Mais dans les cas nouveaux que j'ai mis en évidence je rencontrais des 
systèmes de conditions différentielles dont Vintégration était, quoiqu'au fond 


bien simple, assez difficile à apercevoir. Prenons par exemple l'équation 
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get Mise e. ur 
y eeu D 3r lau +, Yak 
3 5? 3, C° k l 
; Lad, 2 SEE ER Ieee: ; Ed nd Le 
+ yy [sa T y ya)" age y | 
Sur cette forme d'équation où a, 6,...1 désignent 7 fonctions analytiques de x 


on a déjà exprimé toutes les conditions que l'on peut obtenir par les équations 
simplifiées. Il y a ensuite à étudier les valeurs singulières c, o, 1 de y: il y a 
deux familles de póles mobiles donnant chacune une relation, de méme deux 
familles de zéros et d'unités mobiles, donnant chacune une relation; on obtient 


ainsi le système 
[ h+3(ad + aà? —a)—0o 
k + 3 (bd + be + b—b") —o 


| 1 + 3 (ca + cb + cd + c?—c')=0 
(ren) 





(2h + 3 a) + 6 (ah' — 2 ha) — 9 a3 (b—c) + 6a*(k - D) —o 
(2 k + 3 02)? + 6(bk' — 2 kb') — 9 b? (a + c) + 6b?(h—1—3c)—0o 





2) 
| (20 + 3.02)? + 6(el! — 2 le‘) ge(b—a) + 6c? (— 3a —h—k— 3B”) = 0. 


On verra plus loin comment ces 6 équations permettent d’exprimer les 7 
fonctions inconnues au moyen d'une fonction auxiliaire arbitraire et de plus cet 
exemple montre d'une façon frappante comment, par un mécanisme qui est géné- 
ral, mais qui il était difficile de prévoir, la résolution de ce premier problème, 
intégration des conditions telles que (rr) est intimement liée à l'intégration de 
l'équation différentielle (r) elle méme quand cette intégration est possible ou à 
la réduction de l'équation à un des 6 types irréductibles I à VI. 

D'une manière précise, les relations nécessaires [(11) ou analogues] se lais- 
sent intégrer explicitement, en ne considérant comme connus que les éléments 
analytiques suivants: fonctions rationnelles, exponentielles ou elliptiques, inté- 
grales des 6 équations irréductibles que j'ai données plus haut. 

Ces relations nécessaires sont d'ailleurs suffisantes: toute équation du second 
ordre répondant à ces conditions se raméne soit à une équation linéaire (d'ordre 
2, 3 Ou 4) soit à une équation intégrable (par quadratures, ou par les fonctions 
elliptiques et dégénérescences), soit à l'un des 6 types irréductibles I à VI. 

Pour les équations intégrables, la fixité des points critiques résulte de l'inté- 
gration méme, pour les autres elle résulte de ce fait que les 6 équations irré- 
duetibles I à VI ont, comme nous l'avons dit, leurs points critiques fixes. 


Je citerai, parmi celles dont l'intégration etait le plus cachée les équations 
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— (le EG) 5 (d) ae S | yl == ee 
y E | kis (ay + 6 4 Au Gi 
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pour lesquelles j'ai d'ailleurs donné deux méthodes d'intégration. 


10. — Je vais maintenant donner plusieurs tableaux de types canoniques, 
différents suivant le but que l'on se propose. 

Je donne d'abord un tableau 7 d'équations, Y" — F(Y', Y, X) ou F est 
rationnel en Y et Y', qui permet d'obtenir toutes les équations jy' = f{y!, y, x) 
où f est rationnel en y et y', dont l'intégrale générale est à points critiques fixes.! 

Si dans le tableau T qui va suivre j'effectue la transformation homographique 
la plus générale 





we l(x)y +m E ne 
p(x)y * q(x) 
oh l, m, p, q, q sont des fonctions analytiques quelconques de x j'obtiens toutes les 
équations du second ordre et du premier degré en y', rationnelles en y dont l'inté- 
grale générale est à points critiques fixes. 
Ces équations du tableau 7 sont de la forme 


U A OX ys Bor XY CVn oxo 


où A est l'une des 8 expressions W!. 
Dans ce qui suit «, 3, 7, 0, « sont des constantes numériques; q(X), r(X),... 
des fonctions analytiques de X. 


A=o 
(D) 
(2) 07 e 
(GS) MT pan 
24 
(4) Ye OPE EX 
(5) Yi — 3 0Y X! — y: - xg bob at V2) 
(0 Y"—-—2YY'-g(X)Y + q'(X)Y 


‘Je rappelle que le cas où f est rationnel en y a seul besoin d'être complété. C'est le 
seul dont je m'occupe dans tout ce mémoire. 
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Yy!'—2Y5-- XY La 
Y'— — YY!' + Y?— 129(X)Y 4 12 


(0) 


(ro) 








za 
(tren JA = 
rit ap 7: D Ó 
(ea) 3 EY +aY3+ PY? + y+4 y 
Ne DE Mer = 2 
(3) WW zt zer +8) + y 
712 rl 
(14) pr dr qu ny Y pu 
E Ale y Yd ‚ya andern 
713 
(TO ues qYY' —q'Y* 4g——. 
im ) 
A= (1-5) p n entier » 1 
ML cr EM 
ICT E ‘| y 
cy run 
(19) M y'4 FE +2 Y 
(20) Y= Za Ai no 
= Je À 
(21) ie, ma 
22 ab 3 Wan 
(22) } AY I 
(23) m y '3Y teY +p 
* Ces 2 tableaux pour 4 =o et A = : 
y 


g'(X) avec gx, —6 g?4- S, S—o, 


ad Ó 
in y 


2 


—I à 
ou X. 


étaient complets chez M. PaixrEvÉ; je les reproduis 


ici pour la clarté de ce qui suit. Les modifications que j'ai apportées à ces 2 tableaux m'ont été 


suggérées aussi pour la simplification des équations que j'ajoute dans les autres tableaux. 
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(24) Y"= [e | T EgYY—— T. 4 Le y 

(25) Y" E an T EQ Y)rrYg 

(26) Y"— y +6g! = +3 Y? 4 1297 — 124" ES. q'-—6g*--$, S=o, i ou X 

tap au E =; Y + fa(q, r) YY + qu(g, r) Y. — € y— (n pom zt ; 
Mtb ys à gg, HY qu y 


TUSCE 


) 


(fn, Pu Wn étant 3 fonctions rationnelles de 2 fonctions arbitraires q, r et de 


leurs dérivées dont le caleul sera indiqué dans le texte, page 54) 


" y? hay A y? ER A ar? 
(28) Y'——,—1 Yi4q¥'+—-—2g¥?+3(q +4 ee 
Ve V, pur = [pe 


avec r — — et V, et V, étant deux intégrales quelconques 


CE XN GU TUE 


de V"=6 V?+8, S=o, a ou x) 


12 3 
(29) mu 
712 > V3 2 
(99 i are 
y"? à y? n > : 32 
(31) yy y LC esas 4X Y* + 2(X?—a) Y — = y 
Y®—ı 
22 I — 
(32) 3 zT 
(sa) au e F4 Y? a) 
(34) Y" — PAGE XI 
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Y 


S 
où l'on a g"—249? - Sq - T, r= = —=(q' +gq?) et 2g? + Sq + T désigne l'une 


C3 | D 


quelconque des 3 expressions 29°, 2 q° + eq + P, 2 q? + Xq + « 


mo, 7 ae 
(36) 2m 4 = —- YY — : Y'+r : + 4 Y? 4 zs Be (r— 34 + S | Ve 
5 3 5 5 5 5 
qr 5 pear 3 p* 
3 3 Ong 


7 rue RUN, r 9 0 I 7 
V, et V, désignant 2 intégrales quelconques de V" —6 V?+$, S = o, —— ou X. 
2 2 24 
Si V, tend vers V, (cette remarque s'applique à tous les cas analogues) que 
il A 
faut-il entendre par pee V ? Soit V(X, «, ?) l'intégrale générale de V"—6 V?-- X 
pv 
par exemple; V, est obtenu en donnant à « et ? les valeurs numériques c, et 
1 Ae opes en a p 
p; soit de méme 3 (X, «, 9) y'appellerai 3 
ec a 
placé « et j par a, et f,: dans ces conditions si V, tend vers V, on considérera 
NN EY 
, -cbauu = 
V',—V', 2 dadX  "' 0BOX 
y COMME représentant - — = 
V.—V, BOWE dV, 
1 4 ac fm 


da " 0p 


' (X, e, 2) cette dérivée où j'ai rem- 


où 4 et w sont deux constantes 


numériques arbitraires. 


I I 
A Sp yo 

"I im [I : 
Go! +, ve) 

‘ ^ RT I = ,(Y — 1) Y Ó 
Ga) Wary y] e YQr— 9 [sr 82 e + sel 
tt — io I I u Y (Y-ı)° p ) OY(Y +1) 

(89) EN) 5 t ) —) X + x? («1 l zl F 9 5 y 


avec s'—2qs=0, t'+ 2tr — o 
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[EZ EE I 19 aS nO ten | EC 

(42) J = pez j! dero Pair d |» 
: 3T — —— (r+s—q) 
hos. 2 37 SIN I UE ede 2 = 

+ Y() AES + y: quce Ae (r+s—4q)+ Y is 
eus 3° (q+s+r) 
a 
avec 








VU p E 
Shu I i I i V T 210 
38—2 
vi — Ze ee nu e 


cette dernière équation représentant l’une quelconque des équations rencontrées 


précédemment 


pu = +373 
wc Me s = Wm E 
Vi CEE 07 y 
zu Ve 3} 73 7 172 7 2 7 p* 
J ——w 5 Var 2 CX ie) e 
> I Io 
ih aca 
ro Se I 3n 
(43) J ies =): 
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CE) | [i ak s ya (a sis 2 == = | Y'+ 


avec D 2, be — 39, Y) En. 
EN 
b+c= ee 


h=2b'+ab, k=2c + ac 


et V,, V, étant deux intégrales quelconques de l'une des 3 équations V" — 2 y? 
ou V" —2 V5 -E aV +8, V'—2JV* + XV + a. 


I I 
(46) Y'— ; ls 4 | n- m aes =| y 


M UON 1E paye 
a ERO a I RS RON RE EE os 
à EE (2 B a Qa a Y' | h > I 1) 


avec q"—249*-F ag - B, h —2(gq' + q°) ta 


I 2 
8(« ++) : : 
2 zie OL NER h WE ES | Eas 
4| Sue [ D |= | | ee h = eA E) 


avec g'— 29g? - Xg t a, h —2(q' 4g?) + X. 


se fl I I 
4 AG ER y 
YA sc I I 
» Il 
GC 2 wow xm 
x > DIM y ; Ó ^s 
ds NE) a} opt c | 
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e iy i es) 
(50 Y"= Y* ES " avc + [ar +045) Y 
+ ae Y+f+ = + — + s far rl Gr =i) 
avec a = (tu), c= AC 21), poe 2 VE — 





2k—6(c'—be)—3¢?, f= (a'—ab)—3", 


ae Sr n le sib es v Meath 
fr ü p 7 : 2: Er ELSE ; P3 





V,, V, V, étant 3 intégrales particulières de V" — 6 V? +8, S —o, a ou X.! 
1 2 3 3 g P 


11. — Problème inverse. 

Etant donnée une équation y" — P(y', y, x) où P est rationnel en y' et y com- 
ment reconnaître si elle a ses points critiques fixes? 

Il suffit de vérifier si une transformation 


permet de ramener l'équation à lune des formes donnée dans le tableau T. 
Mais comment se calculent les coefficients 7, m, p, q, y de cette transformation ? 

Pour les transcendantes irréductibles, J, m, p, q, q sont des combinaisons 
algébriques de l'équation proposée. Mais pour les autres il n'en est plus de 
méme, au moins en général; 1, m, p, q s'expriment algébriquement au moyen de 
y et q'; quant à la fonction y elle est donnée soit par une ou deux quadratures 
soit par l’integration d'une équation différentielle du second ordre. Les opéra- 
tions qu'exige le caleul de cette transformation sont d'ailleurs les mémes que cel- 
les qu’exige l'intégration de l'équation elle méme: integration qui se ramène, 


1 & V, ou V, tendent vers V,, ou si V, et V4 tendent simultanément vers V; ou si V, 
tend vers V,, on aura à trouver pour f, H ou « les valeurs limites de quotients de fonctions 


Oo 
prenant la forme 5. Cette limite sera indiquée dans le texte et se fait comme il a été indi- 


qué précédemment, page 15. On voit que pour l'équation (50) il y aura un nombre considera 
de types particuliers 
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nous l'avons vu, soit à des quadratures soit à l'intégration d'une équation liné- 
aire d'ordre 4 au plus. 

Il est alors plus avantageux, pour traiter le probléme inverse, de dresser 
un nouveau tableau © des types canoniques auxquels les équations y" = P(y', y, x) 
se laissent ramener algébriquement par une transformation 
A(x)y + u(x) . 
Se er GEL) 

m (x)y + x(x) 

À, tt, it, 4, p se calculant cette fois algébriquement. Ce tableau © est trop con- 
sidérable pour pouvoir le donner explicitement: il faudrait reprendre chacune 
des 50 types du tableau 7' et lui faire correspondre dans le tableau © un cer- 
tain nombre d'équations en nombre considérable: la dernière équation (50) par 
exemple conduit à plus de roo types. — Les équations (28), (35), (36), (42), (45). 
(46), (47) donnent aussi un nombre considérable d'équations correspondantes dans 
le tableau ©. 

Je me bornerai done à prendre comme exemple les équations (20), (30), (31). 
Le raisonnement étant le même pour toutes, le genre de calcul le même, il suffira 
de quelques indications rapides pour permettre de reconstituer les types © dans 


tous les cas. 


12. — Je vais maintenant extraire du tableau T un tableau (/), dont il suf- 
fit d'indiquer la nature de chaque équation pour en déduire immédiatement la 
nature de toutes les équations T' et en donner l'intégration effective, quand on 
. regarde comme complètement connus les éléments analytiques du tableau (4). 


C'est le tableau suivant! 


! Voir pour chaque équation (f) ce qui en a été dit au tableau 7. 


Go) 
Ca). Y= 
(ay i 
(xg) m — 
(14) 


(16) Y= 
MÈRE 
(cs) el 
(x5) ae 


(20) 2" y = F =) 

(21) Y"- ef 2 pul Y (Y= e(¥ — 9 n pus 
(22) Y" Ye y F3 —)- 2 : = E Y + a + yy 4 
(233) Y" (+ E > } : .) s 


Y'—2 Y*4 XY +a 
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— : + za? +B)+ ly Yi 4 
y? I 

ytıy hola avira 


j^ 


y? y? 
DO + : gu 
ge 
PE: 
vez 375) 
- x y + ) = ES 4 EX 
2 ¥ 


+ fa(q, D YY' + ml 7) Y 


nq y 


4 fn — fada) ya y(g, n) Y — qu — aY 


N 122 


4 


4 


4 


9Y(Y +3) 
Y—ı 


Ó 
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BR ARE: I unos Er I 
mu ctas xcd Lm 


Kerri amet OP deme) Be 


nee ee (7 = er); 


Remarquons en passant que les coefficients de toutes les équations (f) sont 
explicitement connus. Ces coefficients sont rationnels en X, sauf pour 5 d'entre 
elles: (5), (6), (x3), (14), (15) où figurent des fonctions analytiques q, r arbitraires 
de X et leurs dérivées jusqu'à un ordre fini. Ces 5 équations sont d'ailleurs 
intégrables. 


13. — Toute équation de T non contenue dans (/) dérive d'une équation 
du tableau (ft) par le procédé suivant. 

Pour abréger le langage j'appellerai équation secondaire l'équation. Y" — 
p(Y', Y, X) considérée dans T et V'— P(V, V, X), l'équation de (t) à laquelle 
elle se ramène, (pour la clarté j'ai remplacé Y par V pour l'équation de £), sera 
dite équation primaire. 

J'apprends à former pour l'équation secondaire Y" —o(Y', Y, X) une fonc- 
tion V — F(Y', Y, X) rationnelle en Y' et Y telle qu'inversement jaie Y — 
q(V', V, X), p étant rationnelle en V' et V. Le système différentiel 


[V—F(Y. Y, X) 
ry = ote vex) 


équivaut à l'équation secondaire, qu'on obtient par élimination de V, tandis que 
l'élimination de Y conduit à l'équation primaire. 

Or l'équation primaire a ses coefficients explicitement connus; voyons com- 
ment on obtient les coefficients des fractions rationnelles PVE: Vi, X) FIT, X) 
et p(Y', Y, X): Appelons V(X, a, 5) l'intégrale générale du type canonique 
primaire et V; l'intégrale particulière correspondant aux valeurs numériques cj 
OV; OV; 0? V; 0* V; 
OX’ da’ dads? IX de” 

7 


V où lon fait «—«j, 8 — 5j; la fonction p(V', V, X) rationnelle en V et V' a 


et 3; données à « et 3; soient de même .. les dérivées de 


pour coefficients des combinaisons rationnelles de 3 (au plus) intégrales parti- 
(V; OV; . 03V; 
OX? Ca? OX da 


étant au plus du 3% ordre; or quand on fait sur l'équation primaire V" 


culiéres V;, soient V,, V, et V, et des dérivées .. les dérivées 
J? 1 2 3 


P(V', V, X) une telle transformation Y —q(V', V, X) il est bien clair que l'équa- 
l | 
tion secondaire obtenue Y" »(Y', Y, X) a ses coefficients nécessairement tran- 
} , 


scendants et que ces coefficients s'expriment d'une facon toute sembable au moyen 
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de V,, V, V,. C’est ce que l'on constate immédiatement sur le tableau T. 
Ceci explique aussi ce que j’annongais au paragraphe 9, à savoir que la déter- 
mination des coefficients des équations étudiées [c’est-à-dire intégration de systè- 
mes différentiels tels que rr] et que l'intégration de l'équation elle méme, si 
cette intégration est possible, ou la réduction de cette équation à un type irré- 
ductible, constituent en réalité le méme probléme: tant qu'on n'avait pas aperçu 
cette identité des 2 questions, difficile à priori à apercevoir, les efforts pour ré- 


soudre l'une ou l'autre devaient rester stériles. 


14. Conclusion. Il est trés remarquable que les équations y" = R(y', y, v) 
où À est rationnel en y', algébrique ou rationnel en y dont l'intégrale générale 
est à points critiques fixes puissent être définies explicitement soit à l’aide de 
types canoniques algébriques soit à l’aide de types canoniques renfermant la vari- 
able X sous forme transcendante mais alors exprimables rationnellement au moyen 
des transcendantes engendrées par les types canoniques algébriques. 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici à M. PAINLEVÉ toute la reconnaissance 
que je lui dois pour les conseils et les encouragements qu'il m'a prodigués au 


cours de mes recherches. 


CHAPITRE I. 


I! I9 


Zquations y" = (x — | + Bly, x)y' + C(y, x). 


1. B et C doivent être des fractions rationnelles en y n'ayant d'autre 
À Piya y, wx : ^ 
pole que y — o, done 5 (Ys ) C Oy >) où P et Q sont deux polynômes en 
y y : 


y. La transformation y Y — 1 montre immédiatement que P est du second degré, 
( du 3ème, On peut done écrire l'équation sous la forme (a, b,... h étant ana- 
lytiques en x), 

" 3 S h 
(1) y Le + dy® + ey? + jy +g + 


si l'on pose y Y = r elle devient 


Equations différentielles dont l'intégrale générale est à points critiques fixes. 23 


712 


E TEN MT a = zs a d 
(2) ) —(1+:] porre) y|-^r-sgm-n = 


yen 


Ceci montre bien qu’il est inutile de considérer les valeurs négatives de l'entier 
n; pourtant dans la discussion il y a quelqnefois avantage a laisser indéterminé 
le signe de m: ceci permettra par exemple de déduire immédiatement l'étude de 
la valeur y—o de l'étude de y— v: car en appliquant les résultats trouvés pour 
y—æ à l'équation (2) on obtient les résultats relatifs à y — o pour l'équation 
(x). Ce n'est qu'en fin de discussion que l'on se bornera au cas de » positif. 
La simplifiée que lon doit former avant l'étude de y= » s'obtient par 
xx, +aX, Y — ay, substituant dans (1) et annulant ensuite «. Ona [a,— a («,), 


dae diaal 
(3) y (: == = + ayy! + dy. 


Je pose y' = uy’, comme j'ai dit dans l'introduction, d'où l'équation 


I 
ul = I zx 1] RER u 
(4) aS E, —— 
I 2 To 
= ; + 1) U HU: d, = E Sr M U> a UE d, 


Il suffit de décomposer le second membre de (4) en éléments simples, ce qui est 
immédiat pour Ja 1° fraction, puis d'exprimer que ce second membre a l'unc 
des formes de Brıor et Bouquer: il suffit dans les expressions 0 données plus 
haut, page 2 de remplacer y par w. La discussion est extrémement simple, en 
remarquant qu'iei je ne peux avoir que deux fractions au plus et que la somme 


oe ; \ I ae : ; ade 
des résidus est égale à 1 + D: Si par exemple je veux avoir la 6*"* forme 


: : ea gar I See 
de 0 je dois la réduire à 3 | et alors j'ai immédiatement n = 2, 
E aW so u 3 i 
J i 


a, — o c'est-à-dire n = 2, a(x) —o et de même dans les autres cas. Je donne ici 


le résumé de la discussion. 


2. Si est queleonque on peut avoir l'une ou l'autre des hypothéses sui- 


vantes 
n a? (x) 
(n + 2)9' 


a(r)-—d(v)-—o ou d (x) c — 


Il existe trois valeurs particulières de » qui, en outre de l'une ou l'autre de ces 


hypothèses, peuvent donner d'autres hypothèses admissibles : 
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2 a* 
Pour n= 2 on peut avoir ou a(x)=0,d==0 ou d(x) = = 


2 


34 





Pour n=3 on peut avoir d= 


Pour » — 5 on peut avoir d —5a?. 

2 
D'après la remarque faite plus haut cette discussion sert en méme temps à in- 
diquer les relations possibles entre c et A qui sont: 

pour n quelconque ou c=h=o ou h wa EE et pour n — 2 ou c=h=oO 

(jer : 

ou c—o0, h--o. On remarquera d’ailleurs qu'ici le cas de » —2 ne donne somme 
toute rien de distinct, pour c et 5, du cas de n quelconque. 


3. Si lon a a—d—o, il faut former la seconde simplifiée en substituant 
LT OX, Yea dans (a): 


ree cd, 1 72 
(5) is | y tar. 





e(x)=o est une solution acceptable, sinon on pose Y'=nu Y d'oü e, Y=n[u'-+u?], 


u"—(n—2)uu+nu. Cette équation en u donne, d'après les résultats de M. 








PAINLEVÉ les 3 cas: n=2, n=4, n , en écartant n — +1. 
2 , 
Done a —d-—o entraîne e— o sauf si n —2 ou si n — 4 et de méme c—h—o 


entraîne g — o sauf si n= 4. 


4. Les résultats précédents conduisent à écrire r4 types et r4 seulement 


d'équations à étudier 


RS UD I 
vl also 
y^ 5 
(1) | ce OU qii 
12 
| y" T T5y Fey + fy +9 
n LM Eo dna (See EE 
|" 4 E = CE nc (n + 2)24 od 
(2) 
| qu 3 + (ay + b)y'— 2 P+tey+fy+tg 
{le 4 e h 9 D D * * 
: CONT ; 
y (AN) 2) 
(3) 
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MIU =?) | y — 0G? og S eee R 
N (: sss NC en ee ne NIMES ne 2, 


(5)  y'—?— +lay+b)y + Ty + ey? + fy 


2y 2 
TE 2 " h 
(6) es + (ay +b)y + = Den GO Ae IPOs ous ; 


ar 2 


GES ie "m + by +dy+ey° + fy 


" h 
(c) y = bye dy Hey Te Py gt ; 


yi MIA TA ae uo 
(oy aE: CHESS | USA ay 


9 


E 


jM ntm ts pat 3 2 ads h 
(09) gi pP QUE By — ay ey Ty Qu 


172 TN 
(yy wi = + (ay + b)y' + 37 y rey fy 

De ES 
(12) y"— 2 n (nv ae fet ;| gus Si t+ey+fytg— P 

212 
(13) y! — en +(ay+b)Y+5ay+ey’+fy 
12 er? 

(GATE 5 A (uy der 7 y + say + eg + fy Use : 


Sous cette forme on a déjà exprimé toutes les conditions provenant des 
simplifiées; il n'y a plus qu'à écrire celles qui correspondent aux zeros ou aux 
póles mobiles. On verra plus loin que certains types dont les simplifiées sont 
distinetes s'étudient ensemble: telles les équations (5) et (6), ou encore (7) et (8), 
ou encore (11) et (12), ou enfin (13) et (r4). 


Je ferai remarquer que l'équation 


19 

I\y® c : 3 h 

(E) f= E 3 4 la y + b + )v +dy>+ey+/y+gH 
n'y y F y 

garde la même forme par la transformation y — (x) Y, X — q (x), qui nous sera 

utile plus d’une fois pour établir entre les coefficients de cette équation une ou 

deux relations convenablement choisies. Les coefficients de la nouvelle équation 


712 ; 
xe E + 2 | lo. MELDE = Y'+... se ealeulent ainsi par les formules F 
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[ ak d 4? c h 
qu ay = pe arm (near 
9 (f ^q ^q 
a Me -q c À! 

ls ed aÀ' 4 eà bh) "ug 

(F) | Are © q' 391: ME Dahl IT Ag? 
Me seine ah du 
| Ir; Was 1) 
| Les q 


Dans ce qui suit j’indiquerai pour chaque type les équations qu'il donne 
au tableau (7), l'intégration de cette équation, quand cette équation est inté- 
grable, ou la réduction de cette équation à une équation du tableau (f). Enfin 
jindiquerai, quand ce ne sera pas trop long, les types correspondants du tableau 
9, avec la substitution, qui permet de passer du type du tableau © au type 
correspondant du tableau 7. C’est ici que doivent servir les formules (F). 

Il sera bien entendu qu'une équation (E) sera réductible à l'un des types 





T par une substitution y — 4(x) Y, X —q(v) où À et p seront données par les 
opérations indiquées pour chacune: pour l'équation 7' j’emploierai les lettres 
X, Y. Pour passer de l'équation (E) au type © il suffira d'une substitution 
y —A(x)u, $—q(x) où A etqg se calculent algébriquement au moyen de a, b, . . ., ^. 
Comme ce calcul est extrêmement simple, je ne l'indiquerai pas et indiquerai 
tout simplement les opérations à faire. pour passer du type © au type 7 cor- 
respondant. On remarquera d'ailleurs que si le type 9 ou T est intégrable, ces 
opérations coincident toujours avec celles que l'on doit faire pour intégrer le 
type ©. Les lettres «, 9, y, 0 désigneront des constantes numériques données, les 
lettres q,r, s,... des fonctions analytiques de la variable indépendante, X une 
constante arbitraire. 


5. Equations du premier type. 


er 2 TA 48 - | ne mU Lae M 
(1) ) IL - | ; 1 SS + *(5)9 + mr (§)m; 


intégration: Y —Z", Z' =o; n=", 6’ =qt'+r¢. Connaissant deux intégrales 


particulières ¢, et &, de €”’=q¢'+r¢ on posera y—6^(b)Y, X=2> => pour 


51 (S) 


passer du type © au type T7. Si lon préfère, connaissant deux intégrales de 


i 


n 
l'équation ©, », et », on pose n=», (E) Y, X y'a. Ici le type (t) est Y" — o. 
on 
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= AE 79 * I 2 D 
(2) ccr P AL -1.—3qu t 4v —25(4 + 29°); 
2 2o uf 
p(X,—1,0) + - 
Y—2?,. 7 225. d'ou. Z = = 
p(X,—TI, ota 
DUT 0) + : " 
: arte 7d di T 
TC Ep m > ! pedis) 
T u 
pu lo) 
IT 
On passe de O à T par n=? (E) Y, X —9 (8), * = ah 
a ys 79 r " n° q [ 2 
(3) eye he 122) sen en ce aA aue 


Y—Z73, Z' —2Z2? + Z, fonctions elliptiques, d X = —— AE 
Hess VA+R+XK 
n— Y, dX =Vq(é)dé. 


rI2 


(4) m 4Yy212XY, Y—Z5 2"-22°4XZ (trans. Il) 


S y ^ Bie : 
(5) m a com + 299 + 3%) 4 (2:97 39°) 7; 
= c : es w? EVE: = = c 
> ~ p [aX + 8, 0, —1]’ 1 _ p'(u, 0, —ı)’ 1 " GREIZ): 
gp" — q. 
(6 y 3 7° = TT c duco LU DEN N TRE 
>) ma t+3Y*+aY+? m vu duc zi t q(319* + en + B); 


Y=Z, Z°—Z"+aZ+4aKZ—8$, fonctions elliptiques; 
n=Y, X—9(, 94. 


rIo 19 
rit BUYS " Sule 
(7) Lory aie a i en RE 
4 41 
I I 9 
I u Ww? ; ; 
-(-!— 2) , wu, et u, étant deux solutions de w! = qu. 
i QE À 2 
"s 
- e i b » I à 
On peut remarquer ici qu'en posant 5 —0? on a 27 =". 4 295 — et qu'en 


7 I! mt 


différentiant 222 c'24 4q6—71 nous obtenons ¢ 4q2 


'4+ 249 5, équation 


linéaire du 3°™° ordre, Pour intégrer cette équation du 3°"° ordre nous remar- 
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quons qu’elle admet l’integrale première 225" — 2° +4q5°+ K où K est une 


lu^; 
we 


constante arbitraire; pour K nul on a précisément l'équation 5” =". + 247 ren- 


ho 


wy 


contrée au début de ce paragraphe de sorte que si w, et w, sont deux intégrales 
de w' =qu, (K,u, + K,u,)° satisfait à 2" —4g2'-F 2g 5 done wj, u, et w,w, sont 
trois intégrales de Z"-— 4g + 2q'¢ qui se trouve ainsi intégrée par l'intermé- 
diaire d'une équation différentielle du second ordre. C’est cette remarque qui 
conduit aussi aisément au résultat simple indiqué pour 7. 

Substitution de © à T': 


URS wo ws eu intégrales de u" — qu. 


G. Equations du second type. 





à i EE E. 2:002 a qu - 
Y"- (1-2) = YY’— — © 7e — Y* 
6) ae Ge una SE 
integration: 
. (K,X + Kr" — ni ON is - 
jen Ss < u = — K,X 2)/25 
7 ou nee Ci ER) 
type 6: 
"a [i 2 | 4 ayy eri E oua qi qn)y nag 
y (x a op ee LE eee tee mcd. deu a 
intégration : 
dot 
yt —— 
yum =o! e O AU — "d zn; 
: u ete 
substitution de 9 à 7: 
ju Mec M es ds 
v, 


v, et v, étant deux intégrales de v" —rv'— sv — o. 


mec cA Cu n ge pee a 2 
OF uui es EE Caire 
) 4 u Ü 
u + jmd 7 : 
q 


fi 1! 19 J! Teas 
tl! = q t! 4 r+ q e q | i + C + 1 SAU! 1] Ta 


Ici le type T et © coincident. 
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4. Equations du troisième type. 
Pour » quelconque ces équations rentrent dans le 4^"* type. Pour » — 4 
on a en plus des équations du cas général, où n a été remplacé par 4, l'équation 








712 7 S 
yu 4 T 46g = +3Y?+12¢ Y—12q" 9 - avec g'—=6g +S 
S=a; — ou X). 
Integration: 
: ZU 
Y =2V'+ V?—12¢,. V——4,——, 2'—62*48 
| 3 4 Z—q 


| Y'=—12q'—2VY 


Ici, par exception avec ce qui suivra, j'explicite les équations du type T, et 
donne les équations correspondantes du type O. 








RS RU ie ee ne 
PU ae 2 do KY, 
Il 3 72 s' I aul 2 
| 7 E. 2 E TS QUEE 
7 i i 
e) | Boe Bit 8| 144686 
| + (04835 RD Jua (28 —°) — PE. 
I 
| n= YP?(E), X—9(£), aot 
a 2 y? a 7I : ^ * |, 369p? 
( y" >; Y 469 (X, e, a) = +3 Y?-- 12 9(2 ,.€ 0) Y. — 129 5-9 a h 
I . 
€ —0 ou 2 (-—IS1€ O0 
(2) 12 
pl! 5) Nay £0 yl " 6 n! T p? 4 ie 12 JL 36 I n. c3 me a 
: 4% p' or 2 40° OR N 45 = 
¥Y=n(4§§—eE—a), §=p(X, 2, a) 
de D , 6 Q' : 
(3) y'—3 ) +6Q' Y 4.3 Y? 4 12 Q Y — 12 Q" rs 1 QUI 512 Xe 


Ici le type 7" et © coincident. 


4. Equations du 4" type et du ro" type (et du 3" type). 
Je consacre un chapitre spécial à ces équations. Je montrerai qu’elles 


doivent être réductibles à un type T ou ©: 
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zu com FE n | quo e oss YR na " 
Pr) + ful YY! + manr Er 


T 


zl it U DEREN In (fni ye + Wn (q, r) E Pn ^^ y 


Se 2 


S. Equations du 5°" et du 6°™° type. 


Il est très simple d'écrire ici l'équation unique qui condense les nombreux 


types T. 


2 


mi > a ee dE = Fn GEN ss: 2T 
} TV Hart ag rt+ (9 +2) 77 
V,—V V —y' : : 
où r—— : ique y. yo V, et V, sont deux intégrales particuliéres de 
et Qr em PT 


VES S ETERNI egt ccm x) à 
24 


L'intégration se fait en posant 


AV ae | 


Y'+ Y?—3qY= 12|V 
d'où 
OR VAL) 


pil opie) yo mn IVA OR 
VEI i-g[r-—— T | 








2 223 


L'énumération des types 7' étant pratiquement impossible, celle des types © l'est 
à fortiori. Si V,~V,, r#o; si V,=V,, r=o et q s’obtient en cherchant la 


c ll 
limite du rapport V. y. quand V, tend vers V,. 
eme 
De méme la formule qui donne Y devient illusoire si V est égal à V, ou 
à V,: on n'a qu'à chercher la limite de ce quotient si V tend vers V,. 


9. Equations du 7% et du 8ème type. 


712 ENTIS 12 3 2 
yg } a 3) ) y" = N T 2qu AL 37 A [a 23:9. | n- 
2 21 2 2 


X7 


Intégration: 
e u u 


Substitution: 
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‚2 


73 


a eo MP A Sc; 
en Le En. 
S Bia a qim n 9n a 2128 ye 
Debian Da an. QA uielepleern|| 
Intégration: 
yY?— Yt+4aYS +4BY?+4KY +7; 
d P 
y " = —— Aa — m l qdé. 
Substituti d-R4eq + ABq +4 Ky Ey 
ubstitution : 
fics og ZEIG) 
2 = 5 
(3) y-l s > A EE SEO (X) P 


C'est la 4*"* transcendante irréductible; les types 7" ou © coincident. 


10. Æquations du o*** type. 
gigi — ler ur oh 


VUE a 
ay : 2 








Equations rencontrées incidemment à propos de l'équation (7) du 1° type 


I f 

; qu ie Ue QD , AU 
Intégration: — = — ar et u, étant deux intégrales quelconques de u" = qu 

: aq u; 
4 1 2 
: NR ; ju BELA CT Pb 
Si u, et u, sont deux intégrales déterminées y — u} Y, X — — fait passer 
1 


de O à T. 
(2) y irs +4Y*+aY r= fia + a » + ql4n? + ey 
2 T Ce Wo : ag 
Integration: 
Mar 2a Ver MERE ET: 
d Wade 


Substitution: 


(3) =o 
Intégration: 


V'=2V3+ X V—2a -l transcendante irréductible IT. 
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11. Equations du 11°" type et du 12°" type. 
Je condense encore en une seule équation les nombreuses équations de ce 
type; je désigne par 2u°+ Su + T l’une quelconque, mais bien déterminée des 
D, 


3 expressions 20°, 2u?-F«u- g, 2zu+xq+a. Dans ces conditions le type 
T est 


> y!2 > 2 al 2 
() rt eee Eye a ar 
3 3 3 JONES 3 


te 


+ [aa +r + =| Por an 


où l’on a 








greg TRES Ga) 
Intégration: 
V'+ Y?—49 Y 4- 3r — 3[V — ql 2 
Vig + | V2 4804 T. 


ya poss 


Pour V —g9, un calcul de limite donnera la valeur de Y et par suite l'intégrale 
générale de léquation de Rıccarı Y'-- Y?—4q Y + 3r— o. Nous sommes ra- 
menés au type (ft) connu V"—2V?-- SV - T. Je fais remarquer que le type 
V" —2 V? 4- X V +a est la seconde équation irréductible. J’ai annoncé que pour 
certaines valeurs numériques des paramètres qui y figurent ces équations pou- 
vaient admettre des intégrales particulières qui ne sont plus des transcendantes 
irréductibles. Ceci se présente ici et l'étude faite dans ce paragraphe d'équations 
secondaires dérivées de l'équation primaire V" — 2 V? + X V + « met ce fait en 
évidence. Quelle différence existe-t-il entre le type (ir) et le type (12)?: c'est 
que r est nul pour rr, non nul pour 12. On a à résoudre la question suivante: 


= 


si q est une intégrale de q" — 2 q? + X q + «, la fonction q' + + = est-elle nulle 


— 


; des X "E 
ou pas? Si on écrit g'--g*--— —o on en déduit g'+2gg + 


—0 d'ou 


D |H 


g r I I , : F 7 I 
gq'"— (29° +Xg—_)=o done pour a = —— l'équation g" = 294° + Xg— admet 
2 f 2 


une famille d'intégrales ne dépendant que d'une constante, qui ne sont plus que 


= 


des transcendantes déjà connues, à savoir les intégrales de g' + q? + —=0. 
= ? 


Il y a ici une autre valeur remarquable pour «, c'est « — o auquel cas 


V — o est une intégrale de V" —2 V?-- XV. Il y a intérêt à montrer que «=o 


I , y p 1 
et «— — se raménent l'un à l'autre. Prenons en effet 
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yi =2y+ay, 2 —22 +02 — 





Je pose y'’=uy d'où 2y=u +u—7+, W"=2uW—2xu+1. Or en posant 


3 3 
Er " copo I 
u=—VV2, X—-—zV2ona V'—2V*- XY ——. Les 2 types a — 0, a= — 
£ 9 


se correspondent donc bien. Comment se correspondent les deux groupes d’in- 

tégrales pour y"=2y?’+ay, wW=2zuw—2xu+ 1? A chaque intégrale « corres- 

pond pour y l’une ou l’autre des racines carrées de u + u? — x, qui se trouve 

être le carré d'une fonction uniforme de x. Pour toutes les intégrales particu- 

lieres « telles que W + 4? —r-—0 on a y—0. — Inversement à chaque intégrale 
I 


y correspond pour « une seule intégrale » pour l'intégrale y — o il y a une in- 


finité d'intégrales pour 4, à savoir celles de W + w?—x— 0. Il est trés curieux 
de voir que l'étude des équations secondaires met en évidence ces valeurs re- 
marquables des paramétres pour les équations irréductibles. Ceci avait déjà eu 


lieu pour l'équation V" —2 V? + X V + e: («=o a été signalé par l'équation (3) 


du premier type Y" x +47°+2XY qui par Y —Z? donne Z' —2Z2? + XZ; 
a=—* se trouve signalé encore par l'équation (3) du o*"* type: eee + 
+468 Y?—X Y — E qui, supposant f; o s'intègre par Y'— —ri-c2V Y, 
2BY—V'+V?+ x et V'—2V3 + XV — - — 2; pour f—0o on retrouverait 
l'équation (1) du 9?"* type qui s'intégre tout simplement par V'+ V? + ae 0). 


Nous retrouverons les mêmes particularités pour les types secondaires dé- 


rivant de l’équation irréductible IV. 


12. Equations du treizième et quatorzième type. 
Je condense encore les équations du type 7 en désignant par 6 V? + 8 les 
, - 79 79 I - 179 7 
3 expressions 6 V?, 6 V?— 3 6 V? + X. 


c Et zy yd eM d yn im. 
bi ela wit 5 T NUS 5 
+ he 3q' + 2) y U(gr + 52) y 
3 9 
esis a ya le rome Va Vi 22 
ne EE CH de “a AL 


V, et V, sont deux intégrales de V" —6 V? 4- S. 
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Intégration: 
zi 22 rim uod EPI x7 
LEVEL S ag des — ng 
/ * WAZ q' I 
= eam 7 [ gl 
Z' — —ZZ2! 4 Z3—12V,(X)Z t 12 V^. 
T fs 2 : IR on Ae à 

L'intégrale de l'équation en Z est Z — E Vi OES Mlci ont a 


deux calculs de limite à faire, si V, tend vers V, ou quand Z tend vers q. 


CHAPITRE II. 


Equations y" — y^ Es d: j i + B (y, x) y! + € (y, x). 


1. L’équation doit être de la forme 


BEN d NEUE) OBEN 
UU bte Ya: 


où P et Q sont des polynömes en y. La transformation y Y — 1 ne change pas 
la forme de l'équation et montre que P est du z3”° degré au plus en y, Q du 


pente. Soit alors 
P(y,z)—-a(z) - y), Q(y x)=b(x) + y(---); 


en faisant la substitution æ—x,+«X, y-«Y on obtient la simplifiée 
y? y 

ri! = al S 0 

s ee ne 


pitre I. On voit ainsi l'importance que présente la discussion des équations 


qui est précisément l’une des équations étudiées au cha- 


s 
4? I : : : 
el +... Les résultats obtenus au chapitre 1°, paragraphe 2, nous 
y 7 n! 


I 
Xi Fahr y 
indiquent que le coefficient de ^. est nul; done a (x,) — o, d'où a (x) — o. 
y 


Done P(y, x) n'a pas de terme constant en y, non plus que de terme en 
i^ (la transformation y Y — 1 dont il a été question, ou la simplifiée obtenue par 
x=x,+axX, Y — ay le montrent). 


Equations différentielles dont l'intégrale générale est à points critiques fixes. 35 


Avec un changement de notations j'écris l'équation 


yy ur T je yi uz eye nes +14 g ^ Kt k l | 


ZONES y yy yr yt 


La substitution y Y — r n'opére sur l'équation que l'échange suivant 
a b € Î g h k l 
b a g h e f k k—l 


-le9 


Si g=o je forme une simplifiée par x—z, +aX, y —a* Y, Y"—- y ^ et 
d’après les résultats du paragraphe 3 du Chapitre 1% A(x)—0. De méme e—o 
entraine f — o. 


Il reste maintenant à former la simplifiée relative à la valeur 1 de y: on 

712 I k 
l’obtient par =, +aX, y—r-«Y d'où Y"— yr (ao Do) RE y ce qui 
y? 


donne, d’après les résultats relatifs aux équations y" — ^- +---, 3 cas possibles: 
1 y 3 


a—b=k=o; a—b=o, k==0; a—bzEo, k=o. 


3. L'étude des simplifiées ne donne rien de plus ici. Je n'entre pas dans 
le détail des résultats fournis par l'étude des valeurs o, o ou 1 de y. Ces ré- 
sultats se simplifient d'ailleurs beaucoup en remarquant qu'une substitution 
X —q(xr), y — Y ne change pas la forme de l'équation. On trouve ainsi 4 types 
canoniques seulement. 


rl 712 I I 7 Pl (res I eu 
(1) y= Yel + ru qm. e 26m 


I: I 


yim vale, 


avec 2g¢s—S8 o, 2rt-+l O. 
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3. Pour la 3°" équation, qui est l'une de nos équations irréductibles, le 
type T suffit. Pour la dernière qui est réductible à une équation de Rıccatı, 
je prends la forme 7 ou © identiques. Les deux premières équations s’integrent 
par les fonetions exponentielles et elliptiques. Pour la premiere on passe de © 


y 
à T pary— Y, X —9(£), 7 — q(£); pour la seconde on passe de 9a T par i= Y, 





X= (5), v? (5) — q(). 
Intégration de (1): 
n 


Y =Th?(aX + B), y — Thu, - = q(). 


Intégration de (2): 





ne alert rat) ZN I ET TN a 
ye= y(3 ES fI ger. + Lu 


Intégration de (4): l'équation (4) équivaut à 


y eger) 








= Sy — — 24 
Ms 
PI rae ar _u+2ru 
y AT UM UE 
4 
L'élimination de y donne 
d ! r I 2 ? ! 

da +2ru)=—2{(u +2r)(u -2ru) 4 2(q - r)| wv - wv? 4-2 E +s(W+2ru). 


L’equation en w rentre dans les équations y" — B(y, x)y' + C(y, x). On lintègre 
en écrivant 


9 ! 


2 > 


: t 2 
wu HU? + 2ru——=- + su, 
4 ? 


ce qui donne une quadrature, suivie d’une équation de Riccati pour avoir w et 
par suite y. 
On remarquera que si ni s ni / ne sont nuls, la quadrature est toute faite, 


I ! I 
LS 5 2 : i 
car on a alors — = r, ou 2 -Kts. On peut remarquer aussi que si w= + 
z S ) 2 


la formule qui donne y est illusoire; il faut alors résoudre l'équation de Riccati 


y' 4 2(q 4 v) —(sy-t t)(y— 1). 
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CHAPITRE III. 


; 2 I ae VEDI Q(y, x) 
Equations y" =~ tLLJe = y + ES — 
4 dr y—i" Tyan)’ ~ yy—1) 
1. — P et Q sont des polynómes en y, dont la substitution y Y — 1 donne 


le degré: 3 pour P, 5 pour Q. J'écris done l'équation 


mes gei ns tv 
j gps | 
2 y Vt 


+4 ye le = 
uw À ME, OU SLT) 
Si je fais par exemple z— X, 


Les valeurs o, 1, © de y jouent ici le même rôle. 
y—1— Y à la valeur y — 1 correspond Y =o, la forme de l'équation n'est pas 


modifiée, il y a seulement les échanges suivants: 
b e d € f q h k 
g f e—h l k. 


— C b a + d e 


De méme par «=X, yY —1 à y— correspond Y — o, la forme de l'équation 


n'est pas modifiée, sauf les échanges 
a b c d e Î g h k l 
b a —c d+c Î e g k h —i—g9. 
Formons par exemple 


Il suffit donc d'étudier une seule des 3 valeurs o, I, © 
C'est la substitution z —z,-- «X, y —«Y qui 


les simplifiées relatives à y — o. 


donne 
712 I 
y" = 2 } + b } e To 
cr y^ I% 
: ; à ae WO fee 3 ; dac] n é 
C'est une équation du type y" =| — p +... où 2 — 3 et l'on sait d’après les 
a ; ni Wy ; 
résultats obtenus au chapitre 1%, paragraphe 2, que ou bien b,- = 0, ou 
, Il 0 0 
S 53 (a) 


o, ou bien f(x) 
=% + «X, y=a’Y qui 


f, — 351, c'est-à-dire ou bien b —f 
o, on forme une seconde simplifiée par a 


Si b=f 
Ys 
-—k, et d'aprés les résultats du chapitre 1, paragraphe 3, k,—o 


} 
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On en déduit immédiatement que ou bien a eh 0 ou bien e 3a? et 
de méme ou bien c g= 10 ou bien g —3c*. 
L'interprétation de b—f—k—o est très simple: si l'on fait y —2° on a une 


" ou la valeur z — o est une 


équation du second ordre et du premier degré en z 
valeur ordinaire; done b f—k—o entraîne l'existence d'une famille de zéros 
triples mobiles. 


Les résultats précédents conduisent à une équation obtenue en supposant 


a=b=c=o, y" 35 5 ) y? 4 q(x)y qui est à points critiques fixes: en po- 
Santa PX n) Tae q on obtient Y"— 5s get | Y" dont Vintégrale 
: 2 m SW Y — 1| 2 
DES 
ah ze P Cae ty Ce T, Revi 
générale est Y — Peer - zm p de sorte que l'intégrale generale de 
m. Ale I " í p'(u, 0, —I) +1 u f : 
D MEE + | y? + q(x)y! est y — ———— avec — —q. Il est facile 
3\y y-ı 2 u 


Bach ii : ee 
de vérifier que dans le cas actuel y, 1— y, — sont des cubes de fonctions à points 
y 


critiques fixes. 

2. — Si nous supposons maintenant que a, b, c ne sont pas nuls tous 3, 
il faudra avoir recours aux développements correspondant soit aux pôles, soit 
aux Zéros, soit aux unités de y. Je fais remarquer que la substitution y — Y, 


uj 
2 : » 5 qr 
X —q(x) ne change pas la forme de l'équation et remplace d par I —7 jj 
g "mm 
07. O e € l Sree ; 
a, Due par, a) eas MO» x DS CC Ceci nous servira plus tard. 
Lf ( (p p“ q^ a 


Puisque d'autre part y Y —1, ou y+ Y — 1 ne change pas non plus la forme 
de l'équation, il est clair qu'une substitution X — q(z), y — o;(Y) où o; est l'une 
Y —1 it x 

ap d = CE: 


ne change pas non plus la forme de l'équation. Il me suffira donc d'indiquer, 


des 6 fractions o,— Y, o HE 





pour le tableau T, toutes les formes que l'on peut avoir en supposant c ~ o, 
ar du moment que a, b, c ne sont pas nuls tous 3 et que c peut être par l'une 
de ces substitutions échangé avec b, ou a, le cas de c = o suffira. 
Formons les conditions relatives aux pôles si a o. Il y a alors deux famil- 
: : ER = or ! AMI MU 
les de pôles simples: la première y= Ace où À sera arbitraire, 
i 3 do X — Hy 
avec la relation A+ 3(ad—4a' --a3)— o; la seconde famille de pôles est 
2 I 


y Fa, +A(a—a,) +; où A est arbitraire avec la relation (2 À-- 3 a?)* 


30, x Di 


+ 6(ah' — 2 ha!) — 9a*(b —c) + 6a3(k +1) —o. On remarque en passant que si 


0 
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a(x) —e(x) =h(x) =o, ces relations sont encore vérifiées, mais entraînent pour les 
pôles des conséquences différentes (une seule famille de pôles triples). Ces résul- 
tats s'étendent aux zéros et aux unités et on est done conduit à écrire l'équation 
ah: I b c 
0) y'25[ e vr + (ay + — So +aly'+ 
Qi Ure Ye oY EX 


3102 ie 


oe mt tr 
JTE ST) x 


rat) [ev 


avec le système de relations différentielles algébriques 





Nn is wee 
(2) k + 3(bd + bc + b? — t) — o 
L + 3(ca + cb + cd + C 4 c) —0 


| (2h + 3 a3? + 6(ah'— 2 ha) — 9 aÿ(b — c) + 6 a?(k + D) —o 
(3) (2k + 36°)? + 6(bh'— 2 kb') — 9 b(a + c ) + 60? (h —1— 3c?) =0 
I 








21+ 3c3? + 6(cl' —2lc) — 9 c°(b— a) —6 c(h + k + 3 a° + 30) —0 


que j'ai cité comme type dans l'introduction, paragraphe 7. 

Je vais profiter de cet exemple, pour montrer la méthode qui permet d'inté- 
grer les relations (2), (3) et qui démontre qu'alors (1) a ses points critiques fixes, 
donnant l'intégration de (x) si elle est intégrable ou la ramenant à un type déjà 
connu. J'ai dit aussi que si l'on prenait maladroitement le systéme (2), (3) on 
ne pouvait rien en tirer; or pour les ealeuls qui suivent je vais montrer que 
les 3 relations (3) sont inutiles, elles sont d'ailleurs assez difficiles à former, les 
relations (2) au contraire trés simples, parce que le rang du coefficient indéter- 
mine dans le développement polaire est moins élevé pour la 1° relation (2) que 
pour la 1°" relation (3). Cette remarque d'ailleurs est générale. 

DNE 


3. Je prends, en supposant a(x)-- 0, le pôle mobile y — - + À + 
3 3 Uy %— d, 
! 


y 


l'expression -3ay est évidemment régulière pour un tel pôle, et la valeur 
yo 


qu'elle prend pour ce póle est arbitraire an même titre que A, à savoir a’, — 6 day. 


> 
k : 2 I : 
Un pôle de la seconde famille y +--. est pour cette expression un 
30, — X, s: 
A ; Ass x À , 1 s CIE NE % PE tke 
póle simple de résidu — 3. De méme l'expression * ‚sib 0, est régulière 


y 
pour le zéro mobile y — — 3 b, (v — vy) + A(w—a,)* ++», la valeur qu'elle prend 
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» a: 5 ; ' b 
alors étant arbitraire: l’autre zéro mobile tea *(x—a) + --- est pour cette 


2 


expression un pôle mobile de résidu + 3. Je condense ces résultats en posant 


' ES 212 
je Ya +3b—3ay + A (x), 


3Y 


ou (x) est une fonction arbitraire; le premier pôle et le premier zéro de y 
laissent u régulière avec une valeur arbitraire; le second pôle ou zéro de y sont 
pour « un pôle de résidu — 1 ou +1. Je choisis, pour la commodité des cal- 


c mc WT s 
culs A=- +a—b. Je vérifie aisément, en me servant des relations (2) que 
2 


l'équation (1) équivaut au systéme 





RÉ eme Mie, = 
39 2 
(4) 
21 (.—37] 
V tu Ep 

oü, pour abréger, 

a=2b+2a—c+d 

! l 2 
B=b'—— + 2ac 2m Alb | (0 i 


Nous éliminons y entre les équations (4): par exemple en remarquant que la 1° 


peut s'écrire 


c 
; 3(u— 
y | 2 c 
——— ————— +3 a +5— + u| 3:32 (y. — x). 
y—ı y—ı | 2 
On obtient ainsi 
3c C 
u irae u" uw — alu w 4 3 E AE ] 
2 //— 2 ww — au—au + fi 2 3 
(5) Lh : ; = ‘ : EE (uw — u — au + Bg) + 
; u 3 C u — u* — au 4p 3€ 
Ten 2A Ls 


6 au (x — 3*| 
| uj + 5 = 


wu — u — au + À 


Equations différentielles dont l'intégrale générale est à points critiques fixes. 41 


Si l’on remarque que 


on voit immédiatement qu'en multipliant par w'— u? — «uw + 5 les 2 membres de 
l'équation, on obtient 


Pix, just Q0) 


3€ PAN ys 
done P et Q ne peuvent admettre w— "^ comme pôle: il suffit done, avant 


multiplication, d'écrire que dans (5) u— ^ n'existe pas en dénominateur ou que 


3c " A LER 3c 
? (u! —u2—au + B), est divisible par u— ——, 
2 





le polynôme en w suivant, w' 


if 
: : 3 C 3 C 3€ Ron hen. 
ce qui donne la relation 5 = > (« +2 le 2—. On vérifierait aisément que cette 
> > > 


relation est une conséquence des relations (3): or mon but est de prouver qu'il 
est inutile de former ces relations (3), et que le cours des calculs doit les don- 
ner, ou plutôt donner 3 équations équivalentes, où les coefficients sont mieux 
groupés. Cette relation admise nous avons 


(6), i = t(a+b+c+2d)u' + 3 = + 3(b—a-—c)u?— 


E: ES + d) 


2 


- B— ua! — ae] + Bla +b+0+2d)— P'— 


Cette équation (6) résoud la question: nous l'avons étudiée, chapitre 1°", para- 

graphe 9. Nous savons méme, qu'il y a avantage pour avoir les types réduits, 

à supposer a+b+c+2d=o; on y arrive par y Yo Kal) up), 

substitution qui laisse intacte les relations (4), où y et u sont remplacées par 

Y et V, les coefficients de (1) étant remplacés par ceux de l'équation en Y et X. 
n 


:: : A NEC a+b+c+2d : : 
Il suffit alors de déterminer y par la relation 2 , ce qui revient 
g 


à ajouter aux 6 relations (2) et (3) la 7°" a + b + c + 2 d — o, difficile à prévoir 
à priori et qui va permettre de déterminer les 7 fonctions a, b, c, d, h, k, I des 
types T; il suffit d'ailleurs de déterminer a, b, c, d en tenant compte des 3 
relations (2). Il n'y a plus alors qu'à écrire que l'équation (6) coincide, moyen- 
nant a 4- b -- c -- 2d — 0 avec l'équation 


Acta mathematica. 33. Imprimé le 10 juin 1909. 6 
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+3 VS + 40 Via DV — 


| 
- 
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où le second membre désigne soit AL +3 x 5, soit lui Hep ACES A 2317 — 
= soit T9 3 V2+4 XV?-E2(X? —a) V — TN a, B, y étant des constantes nu- 
mériques. Cela. donne des équations différentielles trés simples, donnant sans 
effort a, b, c, d. 


4. — Je donne le simple résultat: le tableau 7 se réduit (moyennant une 
substitution auxiliaire Y —;(Y,), dont il a été parlé, si c'est nécessaire) aux 


2 équations 














rk: I Am y PE re Eun 
(1) ) = he y) 1] ME 1 al + 9(5)y 
, te See TN Ld geet " 
ee 3(yt TA E (o i Y —1 2 À 
1 sees ash 818 344, 
PaO: nsa M. ys cmm dg hs (r+ 3+ @) + 
ar—3 (r+s—q) 3s—Ÿ V isl 
dé I 
avec 
Lue, y M ee vee À 
Er pce ir la AN 
suec eo zo + AC CPE SED "WA 
Intégration: 
"toca mios 
J y attest ty icant 
ea. mo DUM. pu 
mr) 3( rs VV) 
qu UPS y el 
V mot V3 + 4 CV? rem a 


où C, D, E sont ou bien nulles toutes 3, ou égales à 3 constantes non nulles 


ensemble, ou bien égales C à X, D à X?— « et E constante. 
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5. — Je fais encore remarquer ici que les types dérivés de l'équation irré- 
Fine = p? : 
ductible Y" = Sp yx 4 A parte Asiam) re Y mettent encore en évidence 


des valeurs particulières de « et ? pour lesquelles des intégrales particulières 
i 





de cette équation sont des transcendantes banales. Il suffit de chercher si q ou 
r peut être nul, c’est-à-dire si les intégrales de l'une ou l'autre équation de 
Rıccarı Y'+ Y?+2XY +ß=o ou Y'——Y?—2 XY 4 gj —0 peuvent satisfaire 
eT : x MAP XS los 2 : 3? F 
à l'équation Y" =~ y 3x +4XY¥?+ 2(X?—ay TE on trouve que si ? = 


2(r—«) toutes les solutions de la première équation de Rrccamr sont solutions 


2 


et si P=2(1+ «) toutes les intégrales de la seconde équation de Riccatr sont 
solutions. 


CHAPITRE IV. 


: TRES pe PUES ; ayer! E 
Equations y Li. \, 3r ae jy + Bly, x)y' + Cy, x). 


1. On voit aisément que l'équation est de la forme 


ES la ee 


b? Ca h k 
SI l 
Qr Mesa. REED 


avec da — d' — o. La transformation «= X, y + Y — 1 laisse la forme de l'équa- 
tion invariable sauf échange de b et c, h et k. J'ai à inscrire au tableau T' 3 


classes d'équations. 


3. D'abord deux équations qui s'intégrent par les fonctions elliptiques 


pere ES 4) pe + Em 
(1) | D = | : = + q(3)y 


aM i 


Intégration: 


I p*(eX + B, o, 4) i I D (26, 0, 4). U 
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> (em 9 D 12 ALN OC EE: & 838 Aon ye 
(2) ps + re YO ‘lees 270 | 
Intégration: 
ym T vi [e — — D xls K ra — n 
I—4* u u—ı 

Le type © est 

Tee) I e I 12 7'(§) I c I“ = pel 2^ = 

Sale ji le "za" oa) ur: ER 


Substitution: 


3. Pour la seconde classe d’équations on a 
da—d'=0, 2b(a+c)—2b'+2b?+h=o, 2c(a--b)—2c 2c) +k=o. 


Il suffit d'indiquer b, c, d si do et b, c, a sid=o. Je windique qu'un type 
T condensant de nombreux types: 
7! TI 
V',-— V! 


a= Via b— c= — 2E, aF va); b Tc - = = d 








V, et V, étant deux intégrales particulières de V" = 2 V? + SV + T, où le second 
membre désigne soit 2 V5, soit 2 V? + aV +, soit 2 V? + XV + a. 


Intégration: 


SS VOCE SY CUT 





A Eee VE al 
AURA?) 
4. Pour la dernière catégorie l'une des deux fonctions b ou c est nulle, et l'autre 


non. A condition de changer s'il le faut Y en r— Y je suppose 5 — o, c o. 
I 


h à 
he 2ac—2c +2c+k—=0o, da—d =o 


Dans ce cas on a alors À < 0, a + c — 


l'équation étant 


i Que m k | 
Jy + ty opi By Gear ug | 


On profite d'une substitution y — Y, X = q(x) pour réaliser la condition 2 c + 
34 — o qui simplifie les résultats et donne les types 7. On a 3 équations: 
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1° V, désignant une intégrale de V" — 2 V? on aura 


DAT 0p CE pd QE 





Intégration : 


y T e dE ae, 





TS = 7 7 = 5 V8 
DETENTE RD mp V 2 V3. 


2°) V, désignant une intégrale de V" — 2 V? + «V +} on prend 











yu LOS B h' "She 
h=2(V',4+ Vi)t+a, d ji ANE cin 
Intégration: 
Wi erra Bene Mr 


N NE na rl 


Vs — 2E ug. 
3°) V, désignant une intégrale de V" —2 V? + XV +« 
KT à h' 3, h' 
h=2(V',+Vi)+X%, d= sme CE nen: 


méme mode d'intégration que précédemment sauf que V satisfait à J 
XV + a. 


CHAPITRE V. 


L 2 : | 
Equations y" = | =f : |: BE By, x)y' + C(y, x). 
2 3y 2(y—1) (y, v)y y 


1. On reconnait aisément que l'équation doit être de la forme 


2 I ] € 
j'- [2 | Jue + (a E54 y! + 
d 39 2(y—1)]|" 2 ;| 2 


u op 


^ SI SITE SL 
—y += (a! — ab) — "a? +" — + “5 
quu ) 4 y” (y—t1)* 2 


avec 2h(a + b + c)— À' — o, 


I 


> C? h 6 (c' — bc) cs 
> i 


— 2 VS + 
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Si l’on fait le changement de fonction 





a 
dU 3-2 +36. 3ay 
4 5 y 2 


on obtient une équation qui résoud la question 


ww" — — ww! + we + = +b + A (w? + 3 w') + A(x)w + B (a). 


Il y a alors avantage à faire un changement de variables y — Y, X — q (x), 


iw — Wq'(x) qui conduit à la forme la plus simple pour l'équation en W, à savoir 


W" =—WW' + W*-F A,(X)W + B,(X) 
étudiée par M. PAINLEVÉ. 
Scd gd. nga 
NOE CINES 


Je pose, comme l'indique la marche des calculs 


316 
4 





et 2A=—9s?’ Je prends tout de suite le type 


réduit 7 où l'on suppose que = +b+°=0 et l'intégration est 


y s IE Sed Hess A 
ER Wo) NZZ SB 


—WW'+ W* — 12 V,X+12V', avec V',—6 Vi 48, 





yh mil 
Wu S—0, — ou X 


les quantités g, 7, s étant données par les formules 


= , V, et V, étant 2 autres intégrales de V'— 6 V? 4- S. 


Je rappelle d'ailleurs que l'équation en W s'intégre en écrivant 


| V'— v ME Rs 
Ws yap OP po 


DJ 
we 


Dans ces formules il faut se livrer à un calcul de limites si V, tend 
vers 


V,, quand on suppose V, différent de V, ou quand V, et V, tendent sé- 

parement vers V, ou simultanément vers V,. 
Soit V(X, «, 9) l'intégrale générale de V" — 6 V? -- S, où « et 9 désignent 

deux constantes arbitraires: si « = «,, 8 — f, on a V,. 


Alors si V, tend vers V 
2 i 


- 
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Il - 8 1 1 


Vu od s , 8 V, OV c 
I or Pal OU U NE + u-— et À et w deux constan- 
V, — V 1 U da, 0 D4 2 





on doit remplacer 
ees id v 


3 1 
ec 
rer ers 


tes arbitraires; de méme si V, tendait vers V, on remplacerait - 


" 2p QV MORAN EN | SR 
v=) Aes u op, où 4 et « sont deux constantes arbitraires. 
Ces formules donnent alors complètement la solution si V, et V, sont diffé- 
rentes de V, et différentes entre elles, ou si l'une des quantités V, ou V, a seule 
tendu vers V, ou si elles sont toutes deux tendu vers V, avec Au — ul x o. 
Si V, étant différent de V,, V, tend vers V, il faut donner des explica- 
tions complémentaires pour 7; de méme si V, a tendu vers V, ainsi que V, et que 
Au — uA =o, c'est-à-dire 4 — 4, u — u' puisque À et u sont simplement détermi- 





, 


nés à un facteur près de proportionalité. 


Prenons V,- V, et V, tendant vers V,, alors q tend vers 











I ART: r 
x5 E Me TP MON Ov, 
vers — * où l’on calcule o par l'intermédiaire de la quantité u, — 2 gett es 
Œ Pa 
d UW, 
et par la formule o = ; [5]. 
P Oe dt Vs 
Si V, et V, ont tendu toutes les deux vers V, et si 4— 4, u'— u ona 
I 7 fi 
QU s NZ ay ; 
s=0, 9q=- où u—À- ul; et r= ren posant cette fois 
aL da, dp, 0 
NEE eee gow, 
p= kh —— 2Au ue T, 
I da " da 0p, MEUS 
dem ul 
0—À (| +. 
> da \u u? 


Cet exemple montre combien doit être minutieuse la formation de tous les 


types T puisqu'il faut considérer 3 integrales V,, V,, V, de la même équation 


V"—6V?--S. Si je prends S—o j'ai par exemple les intégrales de V" — 6 V? 


qui sont ou o ou ; ou c? p(a X + g, o, 1) ce qui fait en tout pour V,, V, V, 


1 
(EE 


un nombre considérable de combinaisons. 


1 
oo 
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CHAPITRE VI. 


+ Bly, x) y + Cly, 2). 


5 Ope fac I x 
Equations y | 3t 


+. + > 
ey? 
1. — Si l'on prend H — « où « est une constante, on obtient seulement deux 


équations dont les formes 7 sont 


270: di ic alae re er 
(1) Lee 2 E en 

En a a I „en x ^ CE. ö "M 
(2) | oe ren D | 


et les formes © correspondantes 


19 
I fy I Eales —)- i5 I 
um al; )—1 270 rags)" 
FR eres le Re 
ie 2 1 NH =) 
CHE t | y Ô € | 
al) ae CMS) Gl =) (GJ ae Ae ee ||- 
298) ^ LM Eee, 


On passe du type O au type T par 5 — Y, X —q(£) où y est donné pour 
// 


p 


Il 


(1) par 2 quadratures =; — q(£) et pour la seconde par une seule gy’? — q(£). 
I 1 q I I f q 


L'intégrale de (1) s’obtient en écrivant Y* — K Y(Y —1)(Y —«) et celle de 


"T x] Y(Y—ı)(Y —e). 


2» 20 28 


TT ER TG 





(2) en écrivant Y'? — [20 y 


3. — En supposant H — X on obtient ie type irréductible VI qui est 


MDP I I = > I mu 
: (pts ty (Pe st et 
Zu ale x... (X1) ea 


4 








2 ^ ) X (X — 1) 

ME DE (Xan) ea v= ae | 

Les substitutions Y Y,—:, XX, =1ou Y+ Y,=1, X+X,=1 oun Y=XY,, 

X X,—1 ne changent pas la forme de l'équation et permutent entre elles les 
constantes «, fj, y, 0. 

Pour «, 8,7,0 nuls ensemble, M. PAINLEVÉ a donné l'intégration de cette 


équation: pour «, 9, 7, 0 quelconques cette équation est irréductible. 
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CHAPITRE VII. 


1. — Je prends“ici l'exemple particulier (chapitre 1, paragraphe 8) 
7 y^ [ 3 9 h 
(1) UAE by + dy? + ey* + fy + if 


Je vais chercher la condition nécessaire pour que l'intégrale générale admette des 
póles mobiles et montrer que cette condition est nécessaire pour que l'intégrale 
générale soit à points critiques fixes. Le mode de calcul s'étendra évidemment 
à tous les autres cas et légitimera le résultat général énoncé dans le préface, 
paragraphe 7. 

Pour simplifier les caleuls faisons, si besoin en est, b — o, d—3 par une 


substitution y — 4(x) Y, X —q(x). Soit done 


31/9 
(2) a Den ct * 


(3) y=—— + B+ O(ex—2) + D(r—x) + 


2 I 
/ € £e? e E RE m o : 
où e=+1 où —r, B—— 1 C= _— hh et D est arbitraire, il disparait 
10 3 3 4 
I S) 


en effet de la relation obtenue en égalant les termes constants dans les 2 mem- 


’ 


: : x ^ AT Id: 
bres, mais cette relation entraîne pour avoir un tel pôle 


al! 

e,e 

0 | r 01:0, 
E: sf, — 4 Î=0, 


ce qui entraîne puisque x, est quelconque et que « peut être + I ou —re—0 
! 
ee ; 
f: . Ecrivons alors 
4 


(4) 


où B et C ont les valeurs indiquées. De la première équation on tire aisément 
les développements en série pour x — x, et y' 
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(5) : 
ei 86 € €, , * 
E = — = [5 ei fot) : Ahez+--- 


“0 
ca 22 


J'applique maintenant la formule 








T—% (x —x,)? 
Pa) = 9 + m — a) = G(x) — gl (x) E gr (a) 
dot 
(a — x,)? 
€, e (x x.) e 4 = = " 
I! I 
E 229, bale + te) + 
Zz 2 4 
CE : ge? , 








oo 
e 
© 
<= 
m 
Co 
fax) 
be: 
CA 
— 
2 
_ 
F——— 
ol 
e 
CI 
= 
^ 
[L—— 
4 





Le calcul ainsi préparé conduit alors à prendre comme inconnues les fonc- 
tions u et z définies par 


(7) 2 sul 
ly — mie Nee eene al 
1 ay uml CENE a 
Ceci conduit au systeme 
z — € + zq(u, z) 
(8) e" ee'\]ı 
U | + € (/ — | + V (uw, 2), 
2 4 1]z 


où 4 et p sont deux polynómes en u et z. Faisons maintenant dans le systeme 
(8) équivalent à (2) la substitution w-=a,+aX, z=aZ, u—U; le nouveau 
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système a ses points critiques fixes comme (8) pour toute valeur non nulle de «, 
done encore pour «=o. Or pour « — o il se réduit a 





| Z =e 
(9) à ye. le ce Ir eat | I 
| l2 v 4 |Z 
" I 
qui s'intégre évidemment par un logarithme si — te joe 1 n'est pas nul. 


On retrouve ainsi les résultats annoncés. 


CHAPITRE VIII. 
Equations 


19 


gr 7) + (ay +642) y RE y + eg + fy tote 
er ap | TL quio tum fV Uae 


9 


avec a=o ou a==o et (n—2)?h + nc?—o. 


1. — Je suppose d'abord n — 2, alors je suppose ah==0, pour ne pas étu- 
dier de nouveau des équations rencontrées ailleurs. On a alors c=o, b= Le 
2e+ab—a —0,g-—0. On peut par y=A(x)Y, X —œp(x) supposer a — —2, 
h=— : d’où 

y? y? I 
(1) UU e Ti DM ME 
Intégration : : M 
(2) y=", 21 2! =? + fz'*- xs 
Je dérive, d'oü 
(3) zi" 2 fa! + f'a! —z. 


On est ramené à une équation linéaire du 4° ordre; si on appelle 2,, z;, 4, 2, 
4 solutions linéairement indépendantes de (2) on pourra écrire que l'intégrale de 


(2), puisqu'elle vérifie (3) est de la forme 
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z= C,2, + C42, + 032, + C,z, 


et en substituant dans (2) nous obtenons une relation entre les C de la forme 
Ay; Cy =0, où les 4j sont des constantes, à et 7 étant deux entiers différents 
égaux à 1, 2, 3 ou 4. On voit done que y s'exprime rationnellement au moyen 
de 3 constantes arbitraires. 

L'équation (ri) pourra si l'on veut être prise comme type 7, le type © pourra 
étre pris sous la forme 


fa I 3 ! 
TEN dee LR ERI) VP h 
(4) ter age Yon! LO pu 


2 2 
27 2 


] 


et on l’intègre de la méme facon. — 


2. — Supposons n~2, co. Si a=o, on prend e=o (pour n — 4, on peut 
supposer e--o, j'ai étudié autre part ce cas). — Si a--o il y a deux familles 
À . : TU stk 2 ak . : 
de pôles simples mobiles, un gy — — — — +... qui donne la relation 
Nag d d 
(n + 2)e + n (ab — a)=o et un autre 
(n+ı)(n+2) 1 T eA 
y—=—— — tra nr nn an Re reas I a 
2 na, L— 2, Lo To 
: : : (MEE E EL 
qui ne donne pas de relation: pour le voir supposons a — — woo voit aisé- 
) 


ment que l’on a en égalant les termes en (x — 2,)?—?, (p -- x) (p - n 4 1) a= 
P (dp—1, Gp—2,...@,) done le multiplicateur de a, n'est jamais nul, car n est 
un entier positif. 


Si l'on veut s'occuper des zéros, on applique ce qui précède en changeant y 


I pia : 
en et appelant — » — »' d’où l'équation 
: 1 





7h 
I|? y! n' c? n'a I 
" ^ I I 1 1 ^ 8 9 ^ 
7 E - + ey,y', + by’, +a — =4 gy. -— fa e— ——— —. 
ys nl, C I ne De e UT (pee 


Mais alors cette fois les deux zéros de y donnent chacun une relation, l'une est 
(n — 2)g —n(cb —c) —o et l'autre est d'autant plus compliquée à écrire que 
nest plus grand. Si nous ne tenons pas compte de cette relation j'ai une équa- 
tion qui est intégrable, et qui sera à points critiques fixes quand cette relation 
Nn 2 


non écrite sera satisfaite, Eerivons en effet, [nous supposerons c = — ; 
1 
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1| y? Ane er y! WO La a0) ie I 
=(r——]—+ayy' + by -——— —— ll -—— y? + fy —b——. 
(5) y I | y CONS vend noy t ns 2j? on Tp ly ny 
Je pose 
2 any? 
( y—ı— —mu 
(6) y n + J 
ce qui conduit au systéme 

u -i er 5-1 — 0 
(8) a. 

, any? 2 

Te: 


Si ao, jai deux équations de Riceati, si a — o j'ai une équation de Riccati 
! 
T4 peus h EUER a : 3 v 
suivie d'une équation linéaire. Si a—o, je pose u— .. et en appelant v, et v, 
1 


fv 


deux solutions de v’=bv'+*—, on a 
n 


s = I ^ dn 
y = (Cid + C, v)" E ji e v, + C,v | 
3 AL 7 3 V2 


u 


As : / : (eine ; 
Il n'y a qu'à exprimer que v étant solution de v' — bv + 5 définie par v, — 0, v 


0 


arbitraire pour z—,, la quantité ,, à pour z— x, son résidu nul, sinon y a une 
I 

3 NS, : 9 ; v n +22 

singularité logarithmique. Si «-- o on pose encore u — et y=— 


"y I 24 “I d 
: Dor Se 2) ij n] ° 


mca! v^ , na 
£g — +n 2 + 2=0. 
a v N+ 2 


! 
- d'oü 
na z 


Il n'y a quà appliquer les résultats de Fuchs à l'équation en z pour voir qu'à 
un zéro de v correspond pour z un point logarithmique (les racines de l'équation 
caractéristique sont en effet o et n +1), à moins qu'une certaine condition ne 
soit remplie. 

On retrouve ainsi la relation que nous avions formée plus haut par un 
autre moyen. 

Cette méthode a un inconvénient, c'est de ne pas donner les coefficients de 


l'équation (5) explicitement. J’y arrive par un autre procédé, 
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3. — J'écris 
(d) t (n—1)y' kr a(n—z)g 
; : ny n +2 
d’où 
ae fm ms Pt) TR, > De m 
Ge) ME we n (n + 2) n / ac]: Uc denis 


On remarque que si n — 2 l'opération est terminée, car alors b — o et je retrouve 
deux équations de Riccati. Sinon je pose 














»—2. m-—2a — nb 
+ —— = — QU = ———— 
n —I n -—1I n — 2 
(ker) ^ $ 
lea esti re ET 1) ps a(2n—2— n°) ume 
n — 2 (n — 2} n(n + 2) n 
ae ER = NM 
J'ai exprimé y en Z, donc en z et j'ai 
2 I n an 3(n—4)z! 23 am 
(12) g I— -- —- ! fi Al - — —— 2? 
2 n — 2 n — 2 n — 2 n—2 2 N—2 n—2 





—[e a eem, 3 m— 21-2 anln—2) |: Rz D y] pe 

n —2 (n—1)(n—2) (n+2)(n—71) —2 ( 

Si ~—o, j'ai précisément une équation étudiée (chapitre 1°", deuxième type), 
dont l'intégrale est à points critiques fixes et contient rationnellement les con- 
stantes d'intégration: on sait que dans ce eas on a une équation linéaire du se- 
cond ordre à résoudre et (» — 1i) quadratures à faire ensuite. Si =o, on re- 
marque que les coefficients de (5) sont exprimés explicitement au moyen de deux 
fonctions arbitraires a, et de leurs dérivées. On remarque d'ailleurs que pour 
n — 3, B est nécessairement nul.! 

Si g--0, on a une équation du méme type (où le coefficient de 2? n'est pas 
nul) mais où n a été remplacé par n— 2. Il n'y a plus qu'à recommencer sur 
elle. Si »— 4, cette équation serait justement celle étudiée au premier para- 
graphe de ce chapitre. Sinon on recommence l'application de la méthode. 

Conclusion: si n est impair, ou bien ?—o et alors l'application faite une 
fois de la méthode suffit, ou bien @=o, alors on recommencera l'application et 
on arrivera au bout d'un certain nombre de fois à une équation oü cette quan- 
tité 9 sera nulle. Done pour n=2p+1, jai p types distincts suivant qu'il 
faut appliquer la méthode 1, 2..., p fois. 
1 Pour n=3 jai 2!=— 322 — 2? — 3a(2! + 2?) — |^ + 20? — ; 1 2; je pose z= à d'où 
— 0, c'est bien une équation linéaire du second ordre suivie d'une 


quadrature. 
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Si n est pair, ou bien f est nul pour l'équation et alors l'application de la 
méthode faite une fois ramène à un type connu (chapitre 1°, deuxième type), 
ou bien il sera nul pour l'une des équations suivantes, ce qui ramène toujours 
à ce type, ou bien on arrivera à une équation du type étudié au 1° paragraphe 
de ce chapitre: donc pour » — 2p, il y a p types distincts. 

I ny a plus qu'à montrer que les coefficients de (5) peuvent être écrits 
explicitement, quel que soit » au moyen de deux fonctions arbitraires et de leurs 
dérivées d'ordre » — 2 au plus. 

Si ?—0, c'est déjà démontré. Si ?==0, supposons que pour les valeurs nu- 


mériques 2,3, ... à — 2 on sache obtenir ce résultat pour les équations étudiées: 
al 
dans (12) le terme en = me donnera « ou b; le terme en z' me donne 2, celui 


& 


en z me donne a, done en rapprochant ces 2 résultats, j'ai f; j'ai done obtenu 
a,b,f; c'est un résultat vrai pour n = 2, » = 3 donc il s'étend à toutes les va- 
leurs positives de n. 


£a ox an Hiret ahnog Me. audi, dea 
at sb aci Uii Hole À anie it ae 
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REMARQUES DIVERSES SUR L'ÉQUATION DE FREDHOLM. 


PAR 
H. POINCARE. 


à PARIS. 


un 
- 


Formules fondamentales. 


Nous éerirons l'équation de FREDHOLM sous la forme suivante: 


J 


(1) e) — 2 fle, o) dy + (a); 
p(x) est la fonction inconnue, (x) une fonction donnée, f(x, y) le noyau. La 


solution du probleme nous est donnée par la formule de FREDHOLM: 


pla) = 9 (e) [oo EM ay 


— 
bo 
— 


« 


où D(4) est le D_;; de FREDHOLM, tandis que N (A; x, y) s'écrit d’après les nota- 
tions de FREDHOLM: 


Nous aurons donc: 
NÉ Dee RC AIC ny, an et 

dr du, din —1r— A | Aeron) dey 
EDU E 


Je n'éeris qu'un signe f pour une intégration multiple. 


Nous aurons de méme: 


x dx, | 
Y 


MC 


NU) ad See pe | p Lys 0555 Un dx, dx, PAT f(x, y) | Ae 


AO a OR 
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Nous sommes ainsi conduits à examiner la formation du déterminant: 


j Ho 


(Pio Élbg.o aa po 
Un des termes de son développement sera de la forme: 
+ II (ti, xx) 


II f(x; xx) représentant le produit d'un certain nombre de facteurs de la forme 
fai, x). Ces facteurs doivent satisfaire à la condition suivante: chacune des 
lettres 2,, %,...,%, devra figurer une fois et une seule comme x;, c'est à dire 
comme premier argument de la fonction f(v, y) dans l'un des facteurs du produit. 
Ele devra figurer une fois et une seule comme x, c'est à dire comme second 
argument de la fonction f(x, y) dans l’un des facteurs du produit. A chacun 
des termes du déterminant correspondra ainsi une permutation des lettres x,, 
2,,..., Un; à savoir celle qui change chacune des lettres a; en la lettre xx correspon- 
dante. Il y aura autant de termes dans le déterminant qu'il y a de sembla- 
bles permutations, c'est à dire n!; et le produit II devra être affecté du signe 


+ si la permutation appartient au groupe alterné et du signe — dans le cas 
contraire. 
On peut répartir les lettres 2,, 2,,..., x, en un certain nombre de cycles de 


telle facon que la permutation S envisagée permute circulairement entre elles les 
lettres d'un méme cycle. Si nous désignons par 7'(S) celui des termes + ITf(a;, x) 





de notre déterminant qui correspond à la permutation S, et si nous posons, 


pour abréger, 
Gag Gr oo) rie cer Calan off (ee) 
nous pourrons écrire: 


LUGS) ea Hen») = e MOL Gia 6 e oo 6209 €): 





Le dernier membre représente un produit de facteurs de la forme 
f(v4,235,..., 22, v). Chacun de ces facteurs correspond à un des cycles de la permuta- 
ion S et les lettres 


Las 059. co TA Ur 


sont les lettres de ce cycle, qui sont permutées circulairement par S. 
Quant au signe, on lobtient en faisant le produit de différents facteurs 


E1 correspondant aux différents facteurs f(au, %,..., Xu), ces facteurs étant 
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égaux à +r pour les cycles d'un nombre impair de lettres et à —1 pour les 
cycles d'un nombre pair de lettres. 
Nous poserons: 


RETE De or 


P 


An = {i eae + = dx, dx, ...dxn, a(S) — | T(S)dx, dr, dam 


tee | Hau, Tps es dis 5) daa dig. c daa di 
Dans cette dernière égalité, l'indice & de 6; représente le nombre des lettres 
duseycle ag, 45-0145 23 l'intégrale ne dépend évidemment que de ce nombre, 
puisque quelles que soient les lettres z,,..., x, envisagées, on les fera toujours 
varier entre les mémes limites. 
Cela posé Vintégrale a(S) va se décomposer en un produit d'intégrales bx, 
puisque chacun des facteurs de T'(S) ne contient qu'un certain nombre de lettres 


X4,...,€*y qui ne figurent pas dans les autres facteurs; nous pourrons écrire: 


a(S) = + IIb; 
ou pour préciser le signe: 


(4) a(S) = II [(— x)**10;]. 


Si par exemple » = 17 et que S comprenne ı cycle de 4 lettres, 2 de 3 lettres, 


3 de 2 lettres et 2 d' 1 lettre, nous aurons: 
a(S) =(—b,)(6,)2(— 5,)9(b,)? == b,b2 bb. > 


Il faut maintenant calculer 
Y Y 
(mm > a(s) 


la sommation étant étendue aux différentes permutations S de n lettres. Nous 
devons done rechercher combien il y a de permutations comprenant « cycles de 
a lettres, b cycles de 9 lettres, c cycles de y lettres, d cycles de à lettres. En 
d'autres termes de combien de manières peut-on répartir » lettres en @ groupes 
de « lettres, b de g, c de 7 et d de à lettres? On rangera les lettres dans les 
différents ordres possibles qui sont au nombre de n!; on prendra ensuite les « 
premières lettres qui nous donneront le 1° groupe, puis les « suivantes qui nous 
donneront le 21, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait les a groupes de « lettres; 
on prendra ensuite les ? lettres suivantes pour former le 1*' groupe de ? lettres 
et ainsi de suite. On obtiendrait ainsi n! solutions, mais elles ne sont pas distine- 


tes; on obtient la méme répartition en permutant eireulairement les lettres d'un 
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méme groupe, ce qui nous oblige à diviser par o^/j7*07; on obtient la même 
répartition en permutant d’une manière quelconque les divers groupes qui sont 
formés d'un méme nombre de lettres ce qui nous oblige à diviser par a! b! c! d!; 
le nombre cherché est done 


n! 
a? p^ ye pd a! bic! d! 
On aura donc: 


n! 


=e 
CEES JA a@pbyej\dalhic! d! 
an pe yd a. 0.6. a: 


[(— Eye [(— ı)P+1 bal [(— 1) #1b, | [(— 1)°t1 by ]2. 
Les entiers «, 9, y, 0, a, b, c, d, (dont le nombre peut d’ailleurs être quel- 
conque et n'a été pris égal à 4 que pour fixer les idées) sont assujettis à la 


condition : 
«a t gb -r yc d 0d — m. 


An u = JA =) zl am b; x [s ^ 
eee c | ß | y | Ó 


On a donc 





Il vient ensuite: 


ap, (Ara, w I — be [— A? by\® [— A? b, 6 |— A9 bod 
(5) Da deeem | = | [ y | | =" 


e P 


de sorte que D(4) se présente sous la forme d'un produit: 


2 DNA) TAC rs 5 = ec 


a a! 


Mais la sommation est immédiate et l’on trouve: 


EL» aad 
Pa—e « ; log Pa—=—— 
I 
d'où 
> v A b, 
( og L) == — N 
(6) log D(a) - — Y^ 


et en prenant la dérivée logarithmique de D(A): 


D'( ; 

(7) UNO 
D(2) oa 

Ces formules ne sont pas nouvelles, elles ont été énoncées par FREDHOLM 


qui les a découvertes par une voie différente (Acta Mathematica, tome 27, page 384). 
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Appliquons la méme analyse au calcul de N(/) et du déterminant 


j MALUS De Un 
Ü bU sing cog Rr 


Chaque terme se présentera encore sous la forme: 
EIU fA (anra p ot) 


sauf que l'un des facteurs sera remplacé par 


(8) Hees agg cr 21) faa adh (to. ayia (ren). 


Si nous posons 


Ir, Ve) ddr: mdrr y 
cette intégrale ne dépendra que du nombre £ des variables x,, %7,..-,x, par 
rapport auxquelles on intègre; c'est ce nombre qui figure dans l'indice k + 1. 
Cette fonction fr+ı(2, y) n'est autre chose que ce qu'on appelle le noyau réitéré 
d'ordre k+ 1. On aura d'ailleurs: 


^ 


DE AG x)dx. 


Si alors par analogie avec les notations adoptées plus haut nous désignons par 
T'(S) un quelconque des termes de notre nouveau déterminant et par a'(S) l'in- 
tégrale de 7"(S), nous trouverons comme plus haut: 


a (S) = + fnrı (%, y) IT br 
avec la condition: 
h+Sk=n. 


Le facteur /;41(x, y) provient de l'intégration du facteur (8) et les divers 
facteurs 5; de l'intégration des autres facteurs de la forme f(x, xj, ..., v;). Je 
puis encore écrire: 

a' (S) = (— 1) fusa (8) 


où $' est la substitution que permute entre elles les lettres qui figurent dans les 
facteurs autres que le facteur (8) et de la facon indiquée par l'ordre de ces lettres 
dans ces divers facteurs. Si alors nous désignons par a’, l'intégrale de notre 
déterminant lui-même, il viendra en remarquant qu'on obtient autant de fois le 


méme terme quil y a de manières de choisir les L lettres vg, x;...,v; qui fi- 
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gurent dans le facteur (8); c'est à dire autant de fois qu'il y a d'arrangements de 


n lettres À à h; c'est à dire ——— 
n—h! 
4 n! 
a'n = 9 (— 1)fnrian 7 TERN 
ou 
N (4) — >, (en = NW M fay (— Ay Inzh 7 D(4) N i^f 
a = Zi A n— 2 htl n "nt = hl 
d'ou enfin 
N (A) E 
(9) D(i) = al In+ı. 


Cette formule s’obtiendrait immédiatement en cherchant à développer sui- 
vant les puissances de 4 la solution de l'équation (x). 

Bien que les séries (6), (7) et (9) ne convergent que pour les petites valeurs 
de 2, leur considération peut abréger le calcul des termes des séries D(A) et N (4), 


qui, elles, convergent toujours. Mais ce n'est pas là l'usage que je veux en faire. 


$ 2. Cas où le noyau devient infini. 
La fonction 
N (A) 
D (i) 


se présente sous la forme d'une fonction méromorphe de 4; mais elle peut être 
mise d'une infinité de maniéres sous la forme du quotient de deux fonctions 


entières. En effet on pourrait écrire: 


N(2 N(2)G(A) 
D(2) D(A)G(A) 


((2) étant une fonction entière quelconque de 2; et si l'on veut que la fraction 


du second membre soit irréductible, il suffit de prendre 
G (A) = e80) 


H (^) étant une fonction entière. En particulier nous pouvons prendre: 


Hg)- $ t». 


a1 
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Alors le dénominateur D(4)G(^) reste une fonction entière, et le développe- 
ment de son logarithme est le méme que celui de log D(4) en supprimant les 
» premiers termes. 

Ces considérations prennent surtout de Vintérét dans les cas où la méthode 
de FREDHOLM ne s'applique pas immédiatement, et où il faut recourir à la 
généralisation exposée par FREDHOLM pages 384 sqq., par le moyen des noyaux 
réitérés. 

La méthode de FREDHOLM s'applique immédiatement quand le noyau f reste 
partout fini; supposons maintenant que les premiers noyaux réitérés 


f face let 


deviennent infinis, mais que f, et les noyaux suivants f,,1,... restent partout 
finis. Nous supposerons de plus que les intégrales 


| file. y) v dy Ge adhnr.) 
restent finies. Toutes ces conditions sont remplies dans Phypothése faite par 
FREDHOLM dans son $ 6, c’est a dire si le noyau f(x, y) ne devient infini que 
3 1 
: WEN 
pour x — y et comme (x — y)" où « € — zr 


L'équation (1) du $ r peut alors être remplacée par la suivante: 


(1 bis) qx) — A" L (x, y)g(y)dy + O(x) 


où ’ 

O(a) = Wee) + [UGS + 2f, + o + dy 
est une fonction connue. La méthode de FREDHOLM est alors immédiatement 
applicable à l'équation (ri bis), et on peut la résoudre par une formule ana- 
logue à la formule (2) du $ 1, où l'on remplace seulement À par 2", f par f,, et v 
par ©. Si nous convenons d'écrire N(A, f) et D(4, f) au lieu de N(4) ct D(A) 


pour mettre en évidence la fonction f, la nouvelle formule pourra s'écrire: 


| Ef: Ni(A™, fn 
(2 bis) p{x) = O(a) + A” | O(y) Dus du 


ou bien encore 


(2 ter) p(x) = vx) + à | ly) pU 


) 
(an, LL 
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Pour définir N,(4), nous poserons 


RATS CR Er Hora 
et nous aurons alors 


N, (4) =F (x, y)D(ar, fa) + 4^ N (an, fn) + inn Ivan, fu; x, 2) F(z, y)dz. 
La fonction 

NO). 

D( e, fn) 
se présente sous la forme d’une fonction méromorphe; et nous sommes certains 
que le numérateur et le dénominateur sont des séries entières toujours conver- 
gentes. Mais il n’est pas certain que cette fraction soit irréductible; il est méme 
aisé de se rendre compte qu’elle ne Vest pas en général. En effet la formule 
subsiste quand le noyau f est toujours fini; mais dans ce cas la formule (2) est 


vraie également de sorte qu'on a: 


NA) _NW 


D(a”, fa) DA, fi’ 


le denominateur de la 1°" fraction admet tous les zéros 


du dénominateur de la 2%; mais il admet en outre tous les zéros 
CARS te 


où « est une racine n® de l'unité. Cela montre que la rè"° fraction n'est pas 
irréductible. 

Le problème que je me propose maintenant, c’est dans le cas où les pre- 
miers noyaux réitérés ne sont pas partout finis, de trouver une formule analogue 
à la formule (2 ter) mais où figure une fraction irréductible. 

Et je me propose d'établir que le résultat est le suivant. Il suffira de 
remplacer dans la formule (2) N(Z) et D(A) par 


N(À)e-HO, D(i)e-HO) 


où F(Z) est l’ensemble des »— 1 premiers termes de log D(A). Reprenons le 


développement de ce logarithme 


log D(À)— SEDI 


3 
[64 
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b,, b,,...,by 1 peuvent être infinis, mais b,, Da+1,... sont finis. Formons alors 


la série 
K (2) A" b, Anl On41 Ab? Drs AMAA UR 
í n m+1 n +2 








Nous montrerons que la série A(/) est convergente pour les petites valeurs de 
À; que eAU est une fonction entière; que 


eKU) N Mf, 


est également une fonction entière; sauf pour + — y auquel cas quelques-uns de 
ses coefficients deviennent infinis. 
Revenons un instant au cas où f reste fini; et reprenons la formule (9) du $ x 


Si nous revenons au cas où f, est le premier noyau réitéré qui reste fini, et si 


nous changeons 4 en 2” et f en f,, cette formule deviendra: 


N^, f.) 
(3) D (^, f) 


on 
UP 
= > Aal: Innen 


h=0 
ou en mettant en évidence les variables x et y 


Nu his > y) = \' jnh j 
Des y = 2,4" Fun+n(®, y) 


d’où en supprimant pour abréger les indications 2" et f, devenues inutiles: 


| UN = x) 


Via 
c= > Anh Onin 


Y 





"N a, p VE 
(5) | = M) py, a) da dy = Narr (es (x, y) tly; a) dxdy > Anh Danae 


Reprenons notre fonetion A (A), nous aurons: 


dk 


— = A bn + WM Dn ta + Ings 4 


le second membre peut s’écrire: 


in VSR Grin ARN Dinant [eso a! An k SAND nina Feen 2S An b on 
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ou bien: 





J M k-n—1 D 
Aa | = 2m + Dante xi | Me 9) p (y, a) da dy. 


(6) D 
" k=1 . 


Comme D = D(",f,) et N(x, y) = N(4",f,; x, y) sont des fonctions entières 


- 


de 4 on voit que l'expression (6) et par consequent di est une fonction méro- 
an 


morphe de 4 et que les infinis de cette fonction méromorphe ne sont autre chose 
que les zéros de D(A”, f,). 
Or d’après FREDHOLM, si l’on a: 


D(M, fn) = 0 


et si 4%, est un zéro simple, ce que je supposerai, il existera une fonction qx(x) 


et une seule telle que: 


J 


(7) ( x (3) = ix EAU y)dy. 


En convenant de poser: 


L (y) fp (o, y)dy = S? q (x) 


d'oü 

Sr[S1q(x)] = S?*19 (x) 
cette relation peut s'écrire . 
(7 bis) pr(x) = A S"qx(x) 


on en déduit: 
Spr(x) — 4,8" px(x) = A S"[Sqx(x)] 


de sorte que Sq x(x) sera aussi une solution de l'équation (7) ou (7 bis); comme 


’ 


cette equation ne comporte qu’une solution, on devra avoir: 


Spx(2) = «px(x) 


« étant un coefficient constant. 


On en tire 
S'pr(x) = e" P(x) 


d’où en comparant avec (7 bis) 


ce qui revient à dire que « est égal à 7, à une racine n° prés de l'unité. Nous 
UK 
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pourrons toujours choisir 2x de telle facon que cette racine n° soit égale à r et 
que l’on ait: 


(8) qx (x) — Ax S qu (ax). 


On obtiendrait un résultat analogue dans le cas d'une racine multiple; je ne 
reproduis pas iei l'analyse compléte qui a déjà été faite bien des fois. Cela posé 





: , d 

reprenons notre fonction méromorphe li 
d 

sidu de cette fonction méromorphe pour le pôle 4 — 4x et pour les pôles corre- 


et proposons-nous de déterminer le ré- 


spondants 4 — «4x, « étant une racine n® de l'unité. 
Cherchons d'abord ce résidu pour 
ING (ET) 


Se dies An On nee: 


D 
Cette expression n'est autre chose que 


. dlog D(A^, fn) 
d à" À 


Son résidu est done —ı, si l’on considère 4” comme la variable indépen- 


dante, c’est-à-dire que le terme infini sera de la forme 


I 
In Zn 
A hie 


et le résidu correspondant, si l’on reprend À comme variable est 


I 
ZA n j^ =] 


; que Ij HER TER RR T , 
c'est-à-dire: — E. Ar" pour le pôle Ax et — = (@4x)!=* pour le pôle «x. Pour 


le premier terme de l'expression (6), le résidu est done — tant pour le pôle 4 
n 

que pour le pôle «x. Considérons maintenant le terme général de l'expression 

(6), c'est-à-dire: 


"AT ^ 
jn*p- | N o y) fp (y, x)dx dy. 


x 


one N (x, y) , . cd 
Le résidu de Jour 4" — 4". en considérant de nouveau 2” comme la 
D K 


variable indépendante sera une fonction de x et d'y de la forme qj (x) dx (y), en 


vertu d'un théorème connu d’après ce qui précède: le résidu par rapport à 2" de 
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UN (y x 
| TE E) 


devra étre 


—1— | qx (x) Vx (x)dx 


et celui de 
ONCE ee 
| N E y), (y, x) dx dy 


sera 


| px (x) We QI) fo (y, +) dx dy. 


Mais on a d’après l'équation (8) 


o 


| qx (x) f(y, x)d x —S px (y) = ml x (y) 


et plus généralement: 


2 


| px (©) fo (y, v) dx = S? px (y) = 


t 


T 


ap. VX (y): 
"K 


Le résidu cherché sera done 


E I 
LP. | PK (y) Wie (y) dy rs A. 
u RS) d 
et par rapport à 4: 
— a I Ve ed 
RAD Am n K 


pour le pôle 4— «x; pour le terme correspondant de l'expression (6), qui est 
affecté du facteur 4"*2?—!'; il faudra multiplier par 


jn*p— — (« Age) spot 
de sorte qu'on trouvera: 


if 
—— quic 
n 


Nous avions trouvé pour le premier terme de l'expression (6) 


de sorte que le résidu total de l'expression (6) est 
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Cela fait —ı pour le pôle 4— Ax, c’est-à-dire pour « — r, et o pour le pôle 
À— «x quand « est une racine 7° de l'unité différente de r. 


Ainsi, l'expression 


est une fonction méromorphe de % dont tous les résidus sont égaux à o où à r. 


Done l'expression 
eK (A) 


sera une fonction entière de À. 


Il resterait à établir que 
(9) Dune 


est également une fonction entière de 3. 
En effet nous avons d’après la formule (2 ter) 


N, 
Z2" ha-y en 


ce qui nous prouve que l'expression (9) est une fonction méromorphe de 7, qui 
ne pourrait devenir infinie que pour JD(2", f„) = o, c'est-à-dire pour 2 — x et 
pour 4— «4x. Comme eX s’annule pour A=/x, nous voyons que l'expression 
(9) c’est-à-dire 


NA) ku 


où j'ai écrit D au lieu de D(z”, f,) reste finie pour 4 — 2x; il me reste à montrer 


1 


eh = " re N 
que N, (4) s’annule pour 4 — «4x; ou que le résidu correspondant de D est nul. 


Nous avons done à évaluer le résidu de 


N, 


— pa an Gy) 
(10) D F+4 n - 


) 


Le 1° terme du 24 membre de (ro) ne devient pas infini; le second a pour 
résidu : 


A (p ge (c) dx (à - 
[A px (x) Wr (u)] - jr 


et le troisième 
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A ; x I Y ^ à 
= Le di | PK (x) Vic (2) F(z, y) dz — anni Sora? | pr (x) WK (2) fp (2, y) az. 
"K à fied : a 


Nous sommes done amenés à caleuler 


| Vic (2) fp (2, y) dz. 


Im 


Nous démontrerons bientôt que lon a: 


(11) | vr (2) fp (2, y) dz — Xx? Wx (y) 


c 


de sorte qu'il viendra pour notre résidu: 


n—1 
No An px Qo) Vac (y) 


I 
n ml 
K p=1 


et pour le résidu total de l'expression (ro) 


7 —1 
Xi 

nav Aq) Wr (y) dar — 0: 
K p=0 


Done l'expression. (9) ne devenant infinie ni pour A=/x. ni pour À— «Ax est 


une fonction entiere 
(USO 185. 1D); 

Il nous reste à démontrer l'égalité (11). A cet effet, remarquons que 
N(y,x) et fp(y, x) sont a f(y, x), ce que N (zx, y) et f,(x, y) sont à f(x, y). Le 
résidu de DN (x, y) étant px (v) Wr (y) et par conséquent celui de pA (y, x) étant 
pr(y) x(x), nous voyons que Wx(x) est à f(y, x) ee que px(x) est à f(x, y). 
Alors de méme que l'on a 
(12) px (x) =i. | PE(Y) In (x, y)dy 


c 


et que pr (x) est la seule solution de cette équation; de même on aura: 


(12 bis) Ux (x) — M | Wkly) fn (y, +) dy 


et Yx(x) sera Ja seule solution de cette équation. De l'équation (r2) nous avons 


déduit 
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(13) qx (v) = Br fo y)dy 


cv, 


3 étant une racine n® de l'unité, de même de (12 bis) nous déduirons 


2 


(13 bis) W(x) = B x | Wily) f Qr x) dy 


J' étant une racine n° de l'unité; et il reste à faire voir que 5 — j —1. Pour 
cela remarquons que f, 41 étant toujours fini comme f,, nous pouvons raisonner 
sur l'un de ces noyaux comme sur l'autre. Il existera done des fonctions 


q'k (x) et Wx(x) satisfaisant aux équations: 
(14) px) — y ix | gx (y) Fa y) dy 


(14 bis) Wie) = 2 hac | Wily) fy v)dy 
7 et y' étant deux racines n + 1* de l'unité. Il est aisé de voir que y'x est égal 
à pr, et Wx à We; sans quoi on aurait: 


a 


pK (x) Sit At | pK (y) es (v, y) dy 


P 


Uk (x) = y 1% | Wie (y) fn (y, v) dy 


€ 


et nous devrions conclure que D(d”, f,) admet outre la racine 45. les racines 


min et y"XL, c’est-à-dire plusieurs racines (deux au moins, ou une racine 


double) de méme module que 2”. Cela n'arrivera pas en général (et il est aisé 


d 
de voir comment on devrait raisonner dans les cas d'exception). 


Il faut done que 


y = - ll > — x — ^ AJ" — ^ 
9 & — $x,; UK = Ur, Y Por Ted 


d’où enfin 


L'équation (13 bis) s'écrit alors 


Ur (v) = x | Use (y) f(y, x)dy 


et il est aisé den déduire 


-I 
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fal 


Wx (v) = AR | Wie (y) fn (y, +) dy 





ce qui n'est autre chose que l'équation (rr) qu'il fallait démontrer. 


$3. Formation de la fonction méromorphe. 


On peut tirer de là une facon de calculer les divers termes du développe- 
ment du numérateur et du dénominateur de notre fonction méromorphe. Nous 
avons trouvé plus haut: 


UD? 


[04 


(1) log D(à) — — €^ 


formule que nous avons déduite de la suivante: 


(2) DQ ON enda NN UE EU E [Ey (y. 


= n! = a!b!c!d! & 


I 


Comment pourrons-nous passer de ces développements à ceux de notre nouveau 
dénominateur e*' et de son logarithme K (4). Pour passer du développement 
(1) à celui de K (A), il suffit de supprimer les » — 1 premiers termes, c'est-à-dire 
de remplacer 5, ,5,,..., 5, par o; on obtiendra de méme le développement de 
eK en partant du développement (2) et en y remplaçant b,, b.,...,b,—1 par o. 
Soit donc: 
——2mng! 
(2 bis) eK) _v' 29) g > 
— n! 


Nous avons trouvé plus haut 
On xa (Sy 2er b2 bb 


Pour obtenir a',, il suffira dans le 3° membre de cette double égalité de rem- 
acer b,,..., 54-4, par zéro. Mais a(S) provient de l'intégration d'un des termes 
| 1 , 8 
T (S) du déterminant 

j x Gost 


Ton Boy og 0.027 


et b, de celle de la fonction f(x,, &,,...,%a). D’ot la règle suivante: 
Quand le noyau deviendra infini pour v — y de la méme facon que (x — y)" 
4 IT. n , . N . , 
où «- , on pourra former le dénominateur de notre fonction méromorphe 
LU 
en appliquant la règle générale de FREDHOLM; et par conséquent en partant des 


déterminants 


Remarques diverses sur l'équation de Fredholm. 73 


DEN aA ned =) 
atop oe A 


seulement il faudra supprimer tous ceux des termes de ces déterminants qui con- 


tiennent un facteur de la forme: 
JH noo Bd Hon oo. Cin La): Cas) ee PED) Kreg 9) 


les lettres %q, 13, 35, ..., i, Xy formant un cycle de moins de m lettres. 

La même règle s’applique à la formation du numérateur. 

Dans le cas de n — 2, il suffira donc de supprimer les facteurs de la forme 
f[(x;, vi) c'est-à-dire de remplacer dans nos déterminants tous les termes de la 
diagonale principale par zéro. Cette règle, dans ce cas particulier, avait déjà été 
trouvée par une autre voie par HirsERT dans le dernier paragraphe de son pre- 


mier mémoire (Góttinger Nachrichten, 1904). 


$ 4. La question du genre. 


4 


FREDHOLM a démontré que les coëfficients de la fonction entière D(/) dé- 
1 


croissent comme (n”) 2; et que la décroissance est plus rapide encore quand le 
noyau f(a, y) satisfait à certaines conditions de continuité. Si par exemple on a: 


[i (x, y) — f(x, y')|<Aly—y'l" 


(1) 
|f y)—f (e. yI<Ale—zl 


9 


, p . . , ^ = 
A et a étant des constantes, les coëfficients a, décroitront comme (n") 2 


D'un autre côté Hapamarp a démontré que si le n° coëfficient d’une fone- 
1 


tion entière est de l'ordre de (n") ^, le genre de cette fonction entière sera E, 
en désignant par E + 1 l'entier immédiatement supérieur à A. Si 4 est entier, il 
peut y avoir doute et le genre peut être égal à 4 où à 4 —7. 

Done le genre de la fonction D(4) dépendra de l'exposant « qui figure dans 


les inégalités (1); il sera zéro pour «> il sera au plus égal à r pour «» o, 
> ? > 3 e 3, 


I ^ , n a: RAS. 
a<-—; et enfin au plus égal à 2 pour «=o. Si donc le noyau a des dérivées 


premières finies de sorte que « — r, le genre de D(d) sera certainement nul. 

Nous pouvons nous demander ce que devient l'exposant « quand on passe 
du noyau f(x, y) aux noyaux réitérés successifs. Supposons que f(x, y) soit de 
la forme: 
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ay AU) I 
f (x; E) ae (« <3) 


(x, y) étant holomorphe. On peut alors établir l'inégalité: 
Bea) plea SU lo ale 
A étant une constante. La fonction 
D(P, f.) 


sera done une fonction entière de genre o par rapport à 4? pourvu que l'expo- 


: i Nee 
sant 1— 2« soit plus grand que —, c’est-à-dire pourvu que 
= 2 


gees 
4 


Si alors le noyau f(x, y) n'est pas partout fini, la fonction D(A, f) n'existe 
pas en général, mais nous pouvons comme dans le $ 2, former les deux fonctions 
entières 

eK GJ, NA fai eK (A); 
on a d’ailleurs 





D (2, f,) = eK eK - 2, 


La fonction e) sera en général dans ce cas de genre r, de sorte que 
eX) sera le produit d'un certain nombre de facteurs primaires de la forme: 


e? ^ (x 





y À). 


Le facteur primaire correspondant de eK (T9 sera alors: 
et celui de D (7?, f,) sera 


ce qui explique que la fonction D(2*, f,) soit de genre zéro. 

Les résultats des trois premiers $ s'appliquent sans changement lorsque 
les intégrales et les fonctions connues ou inconnues qui figurent dans l'équa- 
tions de FrepmoLm sont des intégrales doubles ou triples, et des fonctions de 
deux et de trois variables, au lieu d'étre des intégrales simples, et des fonctions 
d'une seule variable. Mais il n'en est pas de méme des résultats relatifs au 
genre que nous venons d'exposer. Le genre ne s'abaisse plus quand les inégali- 


tés (1) sont satisfaites, ou plutôt il s'abaisse moins rapidement. Un résultat 
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subsiste toutefois, et c'est le seul qui nous importe, le genre de D(1) reste toujours 


au plus égal à 2. 
Comme d’ailleurs nous avons: 


et que l'on peut écrire en décomposant D(A) en facteurs primaires 


TS An 
DNA) =: : i] € 


4; étant les «valeurs propres» de l'équation de FREDHOLM, c'est-à-dire les racines 
de D(4) =o et P; étant un polynôme du 2* degré au plus; on en déduit: 


DA) TAS eto MES NOSE ted 
D(A) en E aW 


d’où en identifiant les deux développements de — et remarquant que X P'; ne 
l 


D 
peut donner que des termes de degré o et r. 

9 — SIR 

(2) DS A; 


égalité qui est exacte pour » 2. 


$4. Tentative de généralisation. 


Au $ 2, nous avons donné une régle pour former notre fonction méromorphe 
de 4 quand le noyau f(x,y) peut devenir infini, tandis que l'un des noyaux 
réitérés successifs f,(x, y) reste partout fini. 

On est naturellement amené à penser que la même règle restera applicable 
dans des cas beaucoup plus généraux à savoir: 


1°. Si les intégrales 


| fe, y) v (y)dy 


sont finies, sauf pour des valeurs exceptionnelles de a. 

2°. Si en méme temps à partir d'un certain rang, les nombres que nous 
avons appelés b, sont finis. 

Il est clair que cela peut arriver dans des cas où tous les noyaux f, (2, y) 
présentent encore des infinis, et l'on peut se demander si les règles des $$ 2 et 3 


peuvent néanmoins étre appliquées, 
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Je me bornerai au cas où toutes les valeurs propres 4; sont réelles et posi- 
tives. Les théorèmes de HirBERT nous permettent de reconnaître dans quel 
cas cela a certainement lieu. Ainsi si le noyau est symétrique, les A; sont cer- 
tainement réels; ils seront positifs quand la forme quadratique qui correspond à 
ce noyau sera définie; et par exemple, si f(x, y) est un noyau symétrique, les 
valeurs propres rélatives au noyau redoublé f,(x.) seront réelles positives. 

Cela posé, nous supposons que notre noyau f(x, y) symétrique, devient in- 
fini pour certaines valeurs de x et de y; par exemple en certains points singu- 
liers ou sur certaines lignes singulières du plan des xy. Nous emploierons le 
méme artifice que M. Hmserr à la fin de son premier mémoire. Nous sub- 
diviserons la partie du plan des xy à laquelle s'étend l'intégration (c'est-à-dire 
par exemple le carré o<x<ı, oy & z, si les limites d'intégration de l'intégrale 
de FREDHOLM sont o et 1). Ce carré sera ainsi divisé en deux aires A et A’ que 
nous assujettirons aux conditions suivantes: 1° Tous les points et lignes singu- 
lieres devront se trouver dans A’. 2° Chacune des deux aires A et A’ devrait 
étre symétrique par rapport à la droite x — y. Nous définirons ensuite un noyau 
symétrique f(x, y) de la facon suivante: 


f(x, y) f(x, y) (dans A) f(x,y)-—0 (dans A’). 


Nous désignerons par A; et b, les valeurs de ces quantités qui correspondent à 
f(x, y) et par 2; et b', les valeurs des quantités correspondantes pour f(x, y). 
Nous ferons ensuite tendre l'aire A’ vers zéro, de telle sorte que /'; tende 
vers A; et b, vers b,. Le noyau f'(x,y) étant symétrique, les 1; seront tous 
réels, et nous pouvons nous arranger de facon qu'ils soient tous positifs. Comme 
le noyau f(x, y) est partout fini, les résultats du § 4 seront applicables et nous 


aurons: 
I ^N ]!—n 
(1) On = She. 


Nous supposerons les 2; rangés par ordre de grandeur croissante. Nous aurons 


ensuite 


À 2 ! 
6, — limb. 


^7 
Je dis d'abord que Vb, tend vers une limite pour » — o. En effet, les 4'; étant 
fi 
réels positifs, les quantités VD’, sont positives; de plus en a: 


; Someone NEN S 
hi «e Dm Fe bn o AT" 


d'oü 
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1 Y. —1 1 
Inl. Bln +1 jn+1 Ji-l = bn 
Git UE A” DE <br 
et enfin 
=I 1% 1 1 


Jin +1 'n (n+1) In +1 = Pin 
ntl NET, mst pa. 


7L 
Les quantités Vb', vont done en décroissant quand # croît; il en résulte 
n 


qu'à la limite les quantités Vb, iront en décroissant quand n croît (ou du moins 
ne pourront croître) et comme ces quantités sont positives, elles tendront vers 
une limite pour » — c; cette limite, je l'appelle 471. 

Je dis maintenant que l’on a: 


> M 
A, im: 


Observons d’abord que, au moins si n est pair, b', va en croissant quand n étant 
constant, l'aire A’ diminue, on a en effet: 


J 


poe | fs Gs y) f' (y, 2) dx dy. 


Mais le noyau étant symétrique, cela peut s'écrire 


a 


Von — | fe (x, y) da d 


u 


et d'après sa definition fr (x, y) ne peut que croître quand l'aire 4' diminue; on 


aura donc si n est pair: 


I 
b n < br . 


De plus pour n>», d’après notre hypothèse. les quantités b, sont finies; 
D; à ; 


nous aurons done si p est un nombre pair suffisamment grand: 


Bp = ATP < by. 
Les quantités 
Ola 41 
din 


vont en croissant quand n croît; il en est done de même des limites vers les- 


quelles tendent ces quantités quand l'aire A' tend vers zéro, c’est-à-dire de 


On 41 


b,, 
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n4 On 41 On +1 3 A More 
Les quantités TA et a tendent pour n=, vers les mêmes limites que 
n n 
ARTE n se 
les quantités Vb',, Vb, c'est-à-dire vers 4/7! et 271; mais elles tendent vers ces 


n n 


limites en croissant, tandis que Vb,, Vb', tendent vers ces limites en décroissant. 


On aura donc: 


7L 7L 
— b' um buy 
Va GIE n +1 / il = 
Vous Ss pm VOTRE Bn 
dou: 
Ores b 
p Sem n+p "E 
- UN ED —— «ATP, 
d'y t ; by 
On tire de là: 
Na N PRO ae 
z=” < dn < dp AP" 
= 1 : 1 
al NR ED. al I p 
m NUS r2 TS p 


Nous ne savons pas encore si 7, tend vers une limite quand l'aire A’ tend 
vers zéro; mais nous pouvons parler de la limite supérieure et de la limite in- 
férieure de Z/,; je veux dire que 7', oscillera entre deux limites, dont l'une tendra 
vers lim sup 4! et l'autre vers lim inf. 4, quand 4’ tendra vers zéro; à la limite 


les inégalités (2) deviendront done (puisque lim b', = 5,): 





1 =p : a al —l rp 
< hn—p jn—p lim. inf. Ay SU. LT (o 
= p 


DIE CEE 
p À, 


A 


— 
[9v 
I 


1 


Mais comme nous pouvons prendre » assez grand pour que les seconds mem- 
bres de l'inégalité (3) soient aussi voisins de 1 que nous voudrons, nous pouvons 


écrire: 
lim sup A, 2 lim inf 4', . 
—— SU ——— — I 
a a 

c'est-à-dire 

lim eA 

COPD: 
On verrait comme plus haut que les quantités 
1 
(b^, - A n\n 2 (17 a + Ae ner n 


vont en décroissant quand » croît indéfiniment, et que l'aire A’ demeure con- 


stante. D'autre part on a 
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lim (0', — A7") = bn — 417^ 
quand n restant constant, A’ tend vers zéro. On voit qu'à la limite 


1 
(b, EM Aan 


deeroit quand n croît. Cette expression pour n—= o, tend done vers une limite 
que j'appelle 251. 


On verrait ensuite que les expressions 
b, +1— Aa nol 
DAP Um 
et par conséquent 
bai Art 
DE 


vont en croissant avec n et on en déduirait les inégalités 


NER UN EN UNE) 





Az" «b, — 4" < (by — 17?) t7 < b, Ann 


et en raisonnant ensuite sur 5,— 47”, by, — 47”, j!, et À, comme nous l'avons 


fait sur b,, b',, À, et 2,, nous verrions que 


lim A A 
Et ainsi de suite. 


Je dis maintenant que si nous considérons la fonction: 


Pb APH Ope Le 


J (Ue 7 Ba 


c'est le logarithme d'une fonction entière de 2. Soit en effet 


i=h 4 " 
t. (4) = K (4) — Slog -1--X2- 
KE (A) ha (A) 2 1 (: i EU 


Nous aurons pour q» p 
Co = bg — Ap — Aya. — Am 

et par conséquent 
Nimes "A 


q 
h+1° 


La fonction K,(4) est done holomorphe pour |/|<|4;,1,| et il en est de 


méme de eK: ou de 
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i=h 


Alt 1 EU 


i=1 5 


E 


>| 


Mais nous pouvons prendre A assez grand pour que 454; soit aussi grand 
que l'on veut. On a en effet 


Bp > Aq? + ight EA pe BALA 


dot 
M. 1 
; DOES 
In+1 > 17) 
h 
Done eX reste holomorphe pour un module de 4 aussi grand que l'on veut. 
C’est done une fonction entière. 
CAQMEMD; 
Il faudrait pour compléter le résultat, démontrer le même théorème en ce 
qui concerne le numérateur de la fonction méromorphe; je me propose de revenir 


ultérieurement sur cette question. 


$5. Equations intégrales de la 1" sorte. 


Il y a des cas où la méthode de FREDHOLM permet presque immédiatement 
l'intégration des équations intégrales de la i*?'* sorte, c'est-à-dire de la forme: 
E 1 8 


2) 


| e man dy — ^ G) 


c 


où w(x) est donnée et y (y) inconnue. Soit par exemple: 


+n 
(1) | Go Leon + Af Gs. Way 0€). 


' 
— © 


Dans le cas de 4 — o, elle se réduit tout simplement à l'équation de FOURTER. 


+ co 
, 


| ply) é*" dy = W(x) 
dott Von tirerait: 
+0 


x 


2 (x) = | W(y)ei*1dy. 
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Posons alors: 


IE oo 
qu) = Jena: 
d’où: 
um 
2 z Oa) = [raneeray 
l'équation (r) deviendra: ib 
gs eo 
(2) 2 x D(x) + À | D(z) f(a, y)eVdzdy = W(x) 
— 


et prend ainsi la forme d'une équation de FREDHOLM, où M(a:) est la fonction 
inconnue et où le noyau est 


a 
p 


+ 
HG) [re y)e-*"dy. 


Quelle est la condition pour que la méthode de FREDHOLM soit applicable 
à l'équation (2) qui peut s'écrire: 
32 co 
2 zt D (x) + À | 9) K (x, z)dz = (a). 


— 00 


L'intégrale étant prise entre des limites infinies, il faut chercher d'abord à 
la ramener à des limites finies; c'est ce qui est possible si X (x, z) s'annule pour 
£ — + oo, et est pour |z| trés grand de l'ordre de |z|-”, où A» x. Si nous posons 
en effet 


M EME mein tc 
l'équation prend la forme: 
T 
+5 
" P Nm 2 2 (die N 2 
2 D (tg 5) + à | (tg 5) K(tg 5, tg 5) —  — V(tg S); 
Y E COS” 
a 
ou mieux encore posons: 
x ter E, 2—tort 


k étant un nombre suffisamment grand pour que 
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AUS 
k+r h 


ce qui est toujours possible si A> 1; notre équation deviendra: 


2 


SE ;| ke (tg* 5) K (tg* 5, tet 2) tg 1 5 sr = v(tg* 8). 


v 


DN] 
à 
a 
S 
— 
= 
0g 
Ur 


2 


Nous voyons que le nouveau noyau 





[^ (A 
se comporte pour $ — + comme: 





T = ıE 
rom EU ee 
8 5 8 5 cos? 





c'est à dire comme: 
(cos G jh 


et par conséquent reste fini puisque 
[i =i SOx 
Pour préciser davantage nous supposerons que: 
BEA) RTE 


A étant une constante indépendante de v et de z, et l'inégalité subsistant pour 
toutes les valeurs de x et de z depuis — » jusqu'à + o. 

A quelles conditions cela correspond-il pour f(x, y). Il faut d'abord que 
la méthode de FOURIER puisse être appliquée à f(x, y), c'est à dire: 

1°. Que f(x, y) considérée comme fonction de y n'admette qu'un nombre 
fini de maxima et de minima (quelle que soit la valeur constante attribuée à 2). 


I2 


°, Que f(x, y) tende uniformément vers zéro, quand y tend vers l'infini, 
et cela quel que soit x. 

Si nous supposons de plus que f(x, y) admet des dérivées des deux premiers 
ordres; que a tend uniformément vers zéro, quand y tend vers l'infini et que 


1 


E. UE 
dy’ LUE 
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AU ET e ua : , 
et qu'enfin v n'ait comme f qu'un nombre fini de maxima et de maxima, on 
dy? 
aura en intégrant par parties: 
| fev dy te izy att df = ey. — E | UT ya 
2 dy z zd 
ou en prenant pour limites y= + © 
+ ow 
P yis i | (id? fie. 
K (x, 2) =| [e^"dy = —— E 
ZI TEE ; 
— 0 
d'où: 
+ 
I ah Ma 
IX, 21 «|| M. | 
Zim yee I2P 





Et comme d'ailleurs | K(x, z)| reste fini méme pour z — o, on voit que les 
conditions sont remplies pour que la méthode de FREDHOLM soit applicable. 

Il est à peine nécessaire d'ajouter qu'elle le serait dans des cas beaucoup 
plus généraux et qu'il serait aisé de déterminer. 

Cherchons à appliquer le méme principe à des séries analogues à celles de 


FOURIER et écrivons: 
(3) VE) — Aw [eme + A05,6)]: 


Partons de la formule de FOURIER, en posant: 


2 1 Am = z)eimzdz; plz) = XA, e" 


i 
——— 
"S 
E 


notre équation deviendra: 


D 
> 


(4) W(x) = p(x) + L (z) X e-ime 0, (x)dz. 


Dans léquation (3), il s'agissait de déterminer les coëfficients Ah, connais- 
sant les fonctions (x) et (x), c'est à dire de développer la fonction donnée 
(x) en série procédant suivant les fonctions cz + A0, (x) Dans léquation 
transformée (4), il s'agit de déterminer la fonction inconnue (av) connaissant la 


fonction w(x). Les deux problèmes sont manifestement équivalents, mais le 
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second se ramène A une équation intégrale, et la methode de FREDHOLM y sera 
applicable pourvu que le noyau 


] ser, (x) 
soit toujours fini. 


C’est ce qui arrivera évidemment si la série 
S| Om (x) | 


est absolument et uniformément convergente. 
Soit par exemple à développer (x), pour les valeurs de x comprises entre 
o et 27, suivant les exponentielles : 


gian t, 
Nous pourrons ramener ces exponentielles à la forme 


eimz ES 2r 
en posant: 
AEn 07 — Cty — Eimer 
L ; : 
Or on a . 
1} Om | €um — m]|x 
puisque: 


= 
SS 
3 
I 
— 
a 
= 
S 
M 
= 


et que | ^| — 1. Comme x varie de o à 27; on aura: 


| Om |< 2 22 | um — m |. 


Il suffit done que la série 
X [us —m | 


soit absolument et uniformément convergente. C'est ce qui arrivera par exem- 
ple, si l'on à 
I 
im = + —;° 
m? 
Ici encore, il serait aisé d'étendre le résultat à des cas beaucoup plus étendus. 
Soit maintenant l'équation 


(5) | ventes + Af(v, y)]dy = (x) 


. 
0 


qui diffère de (1) parce que les limites ne sont plus infinies. Nous ne pouvons 
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pas nous proposer de déterminer la fonction inconnue q, connaissant la fonction 
V; et cette fonction étant quelconque; le problème serait en général impossible, 
Il suffit pour s'en convaincre. de faire 4 — 0; on voit alors que quelle que soit 
la fonction q(y), la fonction # sera une fonction entière, qui tend vers zéro 
quand + tend vers I’, avec un argument compris entre o et zr; et telle que 
Ve? tende vers zéro quand x tend vers lo avec un argument compris entre # 
et 27. La fonction v ne peut donc pas être choisie arbitrairement. 

Ce que nous nous donnerons, ce sont les valeurs (m) que prend la fonction 
! quand x prend une valeur entière positive ou négative. Il est aisé d'ailleurs 
de se rendre compte que ces valeurs v/(m) suffisent pour déterminer une fonction 
entiére satisfaisant aux conditions que nous venons d'énoncer. 

Posons encore: 


2x 
qz) = TA m CT 2 T Am = I" (z) eme. 


0 


L’équation (5) devient alors: 
(6) 27 Am + À | ZA,e 9" f (m, y)dy = (m). 


Cette équation doit permettre de déterminer les coéfficients A et par consé- 
quent la fonction inconnue y, quand on connaît les quantités w(m.). 

Cette équation n'a plus la forme d'une équation intégrale, mais celle d'un 
système d'une infinité d'équations à une infinité d'inconnues, tel que ceux qui 
ont fait l’objet des études de M. vox Kocn. L'analogie des deux théories est 
d'ailleurs évidente. 

Pour que la méthode soit applicable, il faut et il suffit que le déterminant 
infini converge; il suffit done qu'il soit normal au sens de M. von Kocu, c'est 
à dire que la série double en m et p 


, > | e" fin, y)dy 


Ü 


converge absolument. Si f(m, y) est une fonction périodique de y avec une déri 
vée seconde, nos intégrales peuvent se transformer par une intégration par parties 
et la série (7) devient 


9 


'e- ipy 
as | : sf Qn, y)dy. 
Dp 


D 
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Les termes en sont plus petits que ceux de la série: 


ST v xp. 
ap? in? 


Il suffit done que la serie 
Sf" (m, 2) 


converge absolument et uniformément, ou encore que l'intégrale 


converge absolument et uniformément. 

On voit par cet exemple quelles différences il y a en ce qui concerne les 
équations intégrales de i?'* espèce, entre les cas où les limites sont finies, et celui 
où elles sont infinies, cas auquel se rattacherait d’ailleurs celui où le noyau 
présenterait des singularités entre les limites d'intégration. Je me réserve de 
revenir sur cette question par des méthodes fondées sur Vitération des noyaux 


et qui mettront en évidence d'une autre maniére les mémes particularités. 


RECHERCHES SUR UN CAS REMARQUABLE D'ÉPREUVES 
DÉPENDANTES. 


PAR 


ANDRE MARKOFF 
À S:T PETERSBOURG. 


Le cas remarquable d'épreuves dépendantes, que nous allons étudier, a été 
indiqué par moi au nombre des exemples! de la possibilité d'étendre aux va- 
leurs dépendantes la loi de grands nombres, démontrée par TCHEBYCHEF, si 
simplement et ingénieusement, pour les valeurs indéperdantes dans son mémoire? 
»Des valeurs moyennes». 

En employant la méthode de TCHEBYCHEF, j'ai considéré l'espérance mathé- 
matique (la valeur probable) du carré d'une certaine somme. Or en considérant 
aussi les espérances mathématiques des puissances de la méme somme, je me suis 
persuadé, que dans le cas présent ont lieu aussi les formules limites, établies par 
TcHEBYCHEF pour les valeurs indépendantes dans le mémoire? »Sur deux théo- 
rémes relatifs aux probabilités». Par conséquent notre cas fournit un exemple, 
à mon avis le premier, des valeurs dépendantes, pour lesquelles, ainsi que pour 
les valeurs indépendantes, nous pouvons démontrer, que l'intégrale de Laplace 


ty 


r fe-e dt 
Vie 


li 


1 Bulletin de la société physico-mathématique de Kasan. II série, T. XV, N. 4. 

2 Oeuvres de P. L. Touesycner. T. I, p. 657—694. 

? Acta mathematica. T. XIV, p. 305—315. 

! Voir les travaux de TemksvcukrF, mentionnés dans le mémoire cité ci-dessus, ma thèse 
de doctorat »Sur quelques applications des fractions continues algébriques», publiée en russe, 
le travail de M. C. Possé au même titre, publié en français, et ma note »Sur les racines de 
ga dm e— x? 


TE 0» (Bull. de l'Acad. des sciences de St. Pétersbourg. T. IN, N. 5) 
da 


l'équation € 
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sert de limite à la probabilité que la somme de ces valeurs sera comprise entre 
des limites fixées. 

$ r. Nous allons considérer les épreuves successives, ‘assujetties par rapport 
à un événement É aux conditions suivantes: 

1) Ja probabilité de Z pour chacune de ces épreuves est égale au méme 
nombre p, tant que leurs résultats restent absolument indéterminés; 

2) la probabilité de EZ pour chaque épreuve est égale à l'autre nombre p,, 
si les résultats des épreuves suivantes restent indéterminés et on sait, que 
l'épreuve immédiatement précédente a fait arriver l'événement Z, indépendam- 
ment des résultats des autres épreuves; 

3) la probabilité de Z pour chaque épreuve a la troisième valeur p,, si les 
résultats des épreuves suivantes sont indéterminés, comme auparavant, mais 
lon sait, que l'épreuve immédiatement précédente a fait arriver l'événement 
contraire à Æ, indépendamment des résultats des autres épreuves. 

Pour le dire en peu de mots, nous allons nous occuper des épreuves iden- 
tiques liées en chaine. 3 


Nous désignons par P l’evenement contraire à E et par 


g, di; Qd» 


les probabilités de F, égales à 





Quant aux nombres p, p,, p,, nous ne pouvons pas les donner tous trois arbi- 
trairement, car ils sont liés par l'égalité 


(1) p—9pp,-t UP» 


facile à déduire, en considérant les épreuves voisines. 
Ayant égard à cette égalité et en posant 


(2) p — 9 — 9, 


nous réduirons les six nombres 


p, Pis Pos 9: di de 


liés par les égalités 
(3) DG pug ec DI QUT 
aux trois nombres 


DEMO), 
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en établissant les formules 


Pi = pt og, q, —q— 0, 


(4) p,—p—0p,q,-—q- ON. 


En abordant notre probléme, nous nous oceuperons en premier lieu de la re- 
cherche de la fonction génératrice pour la probabilité que dans les » épreuves 
l'événement E arrivera m fois et l'événement F arrivera n — m fois. 
Soit 
Pin, k 


la probabilité que dans les k premières épreuves l'événement Z arrivera juste- 
ment m fois; soient ensuite 


Pins Rae 


les mêmes probabilités à la condition supplémentaire, laquelle pour P?,; con- 
siste dans ce que l'événement Z n'arrive pas à la Ame épreuve, et pour P'h 4 
consiste au contraire dans ce que l'événement Z a lieu à la Ame épreuve; ainsi 
nous avons 

(3) lop Jann ina mare 

Pour 


am ke» Pts Br 


nous formons, en introduisant un nombre § arbitraire, les trois fonctions géné- 
ratrices 


x po cm wy on cm 


(6) Li —- I mks k SEP aos » Wk = SEES 
qui sont liées, en vertu de (5), par cette formule simple 


(7) On — Pr + Wr. 
Cela étant, il est facile d'obtenir les formules suivantes 


! 
(8) D k + 1 di IM m, k | VE Dp» k 
( 
I I { 
D k+1 Di P ik + P» Ph 1. k 


pour passer des k épreuves aux k + 1 épreuves, et par conséquent nous avons 


Piri = HU + do Pk, 


ul! 


(0) : , 
k179 Pi S Uk + pi S Pea 
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Or en éliminant des équations (9) l'une ou l'autre des fonctions y et w, 


nous obtenons pour ces fonctions deux équations tout à fait identiques 


Pr+2 — (Pi S + 92) Para + (pi — PJ) $ gx — 0, 


Ue» — (p Ë + G2) Wari + (pi — p2)5 Ye =0, 
d’où par l'addition on trouve 
(10) Ok 42 — (p, § + qo) ok i + (Pi — Ps) § og — o. 
En vertu de cette équation, si l'on pose 
(rr) QE tjus + ot RO ED CE, 
en introduisant un second nombre arbitraire ¢ et en déterminant c, par l'égalité 


(12) t); — (p, § + q5) e, + (py — Po) e, = 0, 
on trouve 


CT a e Pan Es 
t— (py SF gat + (py pee 
où Von a 


lg, — Wg et L, = On Fan (p, t an q2) (CHE 
D'autre part, il est facile de trouver immédiatement 


= p5 t q, o=—pp,s + (pq, 1 qp:1)5 +99, 


d'oü il résulte 
(OP D5 
et ensuite 
En wet, (DD) tee] AES 


En substituant ces valeurs de L, et L, dans l'expression indiquée de 2 (£,t) et 


en ayant égard aux formules (4) nous parvenons enfin à la formule 


$ 2. La formule (13) nous servira aux recherches des espérances mathéma- 
tiques des puissances du nombre d'arrivées de l'événement E: ces espérances ma- 


thématiques s'expriment par les sommes 


I mt Pan(m=0, 1,2,:..,N). 


Recherches sur un cas remarquable d'épreuves dépendantes. où 
D’après ces sommes nous trouverons les sommes 
N (m — pny Pur, 
qui expriment les espérances mathématiques des puissances de la différence 
m — pn, 


pn étant égal à l’espérance mathématique de m. Mais en premier lieu il faut con- 


sidérer l'espérance mathématique du produit 
m (m —x)....(m—«- x), 
en remarquant, que celle-ci est égale à la valeur de la dérivée 


di On 


d 


pour £—1 et par conséquent peut être déterminée comme le coefficient de 1" 


dans le développement de la fonction 


suivant les degrés positifs et croissants de {. Conformément à cela, en différen- 
tiant la fonction f(£,t), déterminée par la formule (13), et en posant 5$ — 1, 
on trouve 


fdi Q (8, t)| D 2 7 DIU ED OLA SS 
(14) iia Raa [ME (r— 1)? cnr M 


Au moyen de cette formule, on obtient pour les petites valeurs de 7 des ré- 


sultats assez simples ; en posant, par exemple 


on trouve 


l'esp. math. de m np 


H 


l'esp. math. de m (m ) — n (n—1) p? + 2pqÓ (n — x + (n —2)0 + (n —3) 0* +...) 
Saat de m (m — 1)(m— 2) — n (n — ı) (n — 2) p? 
Hr Op? go ((n 1) (n 2) 


+ 6 pg?0? (n —2 + 2(n-—3)0 + 3 (n— 4) 0? ame) 
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l'esp. m. de m (m — 1) (m 











+ 36 p? q* 0? ((n — 2) (n — 3) 


N 


+ 2:(m— 3) (m — 4):0 4) 
+ 24 pq? 0? (n — 3 + 3( 4) 


J 


en vertu de la formule (14), se décompose en termes 
Sn m0) 
112907 0 


En développant ensuite la fraction 


de 
er = ene 


en une série suivant les puissances croissantes de ¢, on trouve que le coefficient 
de { dans cette série s'exprime par la somme 


.(n—-2+ 1) (1/—3— x) 


DS = ie .. (T — 2) 
1.22.20 9) "E I.2...($—3) 

SA E 1) jo 0t —) NN ate Gr 
I 6S2 5 etse 


arrêtée aux termes égaux à zéro; or en ajoutant les plusieurs termes égaux à 
zéro, on peut prolonger cette somme jusqu'à 0”—/—! inchisivement. 


Ayant égard aux produits 


(n—j—2A)(n—j—4A—1)...(n—?—A- 1), 


constituant cette somme, nous les réduirons aux polynomes ordonnés suivant les 
puissances décroissantes de n: 


ES ($—3) (6 -- 5 -F 24— 1) 
2) 
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Par conséquent notre somme se présentera sous la forme d’un polynome 


(15) mid E Om 


dont les coefficients 


s'expriment par les sommes des premiers » — j termes des séries infinies, qui ne 
dépendent de » et sont ordonnées suivant les puissances croissantes de 9. D'ail- 


leurs il est facile de se persuader, qu'en vertu des inégalités 
ORS DIGI OLS CT MOI DAS 


le carré de à doit être plus petit que l'unité et que l'inégalité 


suffit pour la convergence de notres séries infinies. 


Pour notre bu final il est important d'établir la formule conditionnelle 


(16) pz 


bo 


.(¢— 7) €, = (I — 0), 


où au lieu de la somme infinie 


ES E t1) 420 + 2) + 2), 


2 Tee 


égale à (1 — 0)~/, il faut prendre 


SEU I)... (n — 2) 


I FR ; (E 
SA 1.521... (quU —I) 


r+ 70 + 
La formule (16) fait évidente la limite de C,, lorsque » augmente infiniment. 


En vertu des calculs indiqués l'espérance mathématique du produit 
m (m -— x)..-(m-—3$-t zr) 


s'exprime sous la forme d'un polynome, ordonné suivant les puissances entières 
et positives de n. 

Les coefficients de ce polynome s'obtiennent des séries convergentes infinies 
qui ne dépendent pas de n et sont ordonnées suivant les degrés croissants de 0, 
si l'on écarte tous les termes contenant 0” et les plus grands degrés de 0. 

En méme temps il est facile de voir, que notre polynome, exprimant l'espé- 
rance mathématique de 


m (m — 1)...(m-— 4 4-1), 


94 André Markoff. 


ne contient les nombres p et g que dans les degrés entiers et positifs, et que 
dans tous ses termes la somme des degrés de p et de g est égale à 7 et le degré 
de p n'est pas moindre que le degré de n. 

Enfin si l'on écarte tous les termes, où le degré de p surpasse le degré de 
n, et l'on désigne le reste de l'expression considérée par le symbole 


Im, 2), 


les caleuls indiqués donnent la formule! 


à j : . 
[(m, 2)], = (n py + ? (;— 1) en E 


NGA) ere lo o d] | dq |? R4 | 
| To +.) pe: 


le membre droit de cette formule, developpe en serie suivant les puissances crois- 
santes de 0, ne doit être prolongé que jusqu'à 0-1 inclusivement. 
D'autre part, en exprimant les puissances de m par les produits de la forme 


considérée, on obtient la formule connue 


mi —q(m-—1)...(m—-4- x) + Ay;m(m- —1)...(m—i-4 2) + 


(18) : : 
+....+Api;m(m—r1)..(m—t+74+1)4+...., 


dont les coefficients 
2 As i, ec) vA 152 


ne dépendent pas de m. 


On peut calculer 4;; au moyen des égalités ? 


P z(t — T) 
(10) á 
Aii m Agi E (GJ + 1) Ajai 


faciles a déduire; de ces égalités on trouve successivement 


' Nous n'avons pas égard à l'égalité p + q- 1. 


' Les mêmes coefficients Aj,i entrent aussi dans la formule 


di f (ec) 


m cci FÜ) (ev) 4 A, zer 1) f — 1) (ex) | A, ;evi—2) f(i—2) (et) +. 
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Ajys=1, 413—3, 414—060, Ai5— 10, Aie—15, Ai7—21, A8 —28, ÀAio— 36 
A»s—1, Azs=7, Ass; — 25, A6 — 65, As — 140, Ass — 266, Aog= 462 
A34—1, As; = 155 A3,6= 90, A34 = 350, "ios — I050, 439 — 2646 
A45 =1, Ays=3I, 44,5 — 301, Ays= 1701, 44,9 = 6951 


ACTA ET — 63, As5= 960, As9 = 7770 


Agi=I. Ass=127, Abo = 3025 


Ags =I. 
Or les égalités (r9) fournissent aussi la formule 


em nie db (im ji) 


20) 
( 2154112227 


(7-1 4 aij—? + BUT 4. -) 
où a, B,.... ne dépendent pas de 7. 

En nous servant de la formule (20), nous pouvons introduire dans nos cal- 
culs les quantités Ajo, 4j1....., Ajj, égales à zéro, qui ne se présentent pas 
dans la formule (18). 

Cela étant, il est aisé de parvenir aux conclusions suivantes. 

L'espérance mathématique de m peut être présentée. sous la forme d'un 
polynome, ordonné suivant les puissances entières et positives de n. 

Les coefficients de ce polynome s'obtiennent des séries convergentes qui 
sont ordonnées suivant les puissances croissantes de d et ne dépendent pas de n, 
si l’on écarte tous les termes, contenant 0” et les plus grandes puissances de 0. 

Quant aux nombres p et q, ils n'entrent dans ce polynome qu'aux degrés 
entiers et positifs. la somme des degrés de p et de q ne surpassant pas 7 et le degré 
de p dans chaque terme de ce polynome n'étant pas moindre que le degré de n. 
Enfin, si l’on écarte tous les termes, où le degré de p surpasse le degré de », 


et l'on désigne le reste par le symbole [m], il est facile d'obtenir la formule 


{ Li], — (n p) 4 A, (np) 14 Asi(np)' =? + ---- 
+ E@— 1) (mp)?! + Ass — 1) (6 — 2) (np)? 4 ya, 
f- + 
| De j | | | óq i 
Pras INES 2 = 2 M =) ! (n pi j—1 4 | r ; 
| 4 | 


qui a le méme sens conditionnel que la formule (17). 
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$ 3. Passons à l'espérance mathématique des puissances de la difference 
m —p n. 


En nous servant de la formule 


k (k — x) 


(22) (m — pn)" = m^ — km*—! pn + m*—? (pn)? - 
nous deduisons des résultats précédentes les conclusions suivantes. 


L’espérance mathématique de 


(m — pn)" 
peut étre présentée sous la forme d'un polynome 
(23) ROME Ro nct pu MU er RO. 
dont les coefficients 


ae) RU) RU) RW 
HU Ln EU nu mS j OUR Dro 


k—1 i 


étant des fonctions entiéres de 
: Oy He Op 


s'obtiennent des séries convergentes infinies, qui ne dépendent pas de n et sont 
ordonnées suivant les puissances croissantes de 0, par l'écartement de tous les termes 
contenants 0” et les plus grandes puissances de 0. Nos calculs font évident aussi, 
que la fonction R contient le facteur 5! et que la somme des degrés de p et de q 
dans chaque terme de cette fonction ne surpasse pas #. 

Nous sommes parvenus au polynome (23), en étudiant les calculs fixés; 
maintenant il est important de remarquer, que les coefficients KM du polynome 
(23) ne dépendent pas de la méthode employée mais sont tout à fait déterminés 
par la condition qu'ils s'obtiennent de séries, qui ‘ne dépendent pas de m et 
sont ordonnées suivant les puissances croissantes de 0, par l'écartement de tous les 
termes contenants 0” et les plus grandes puissances de 0. 

Or nous pouvons parvenir à la méme expression (23) de l'espérance mathé- 
matique de 


(m — pn)" 


par une autre vole, en considérant au lieu du nombre des arrivées de l'événe- 
ment E le nombre des arrivées de l'événement F, contraire à Z. 
Pour effectuer cette passage de E à F, il faut prendre n m au lieu de m 


et transposer p et g, conformément aux formules (4). 
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De cette manière on remplace la différence 


m — pn 
par la suivante 
n —m —qmn, 


qui ne diffère de la précédente que par le signe +, car leur somme 
m — pn --n— m qn 


est évidemment égale à zéro. 

Par conséquent les puissances paires de ces différences sont égaux et leurs 
puissances impaires ne diffèrent que par le signe +. 

Il en résulte, que l'expression trouvée (23) de l'espérance mathématique de 


(m -— pn)* 


ne change pas sa valeur absolue, si l'on transpose p et q; en sorte que cette 
transposition ne change pas R®, si k est pair, et transforme RP en — R^, 
si k est impair. 

Cela étant, ayant découvert dans R le facteur j/, nous pouvons assurer, 
que Rk doit contenir aussi un facteur identique avec g' en vertu de l'égalité 
DER 

Par conséquent, si la fonction R” ne se réduit à zéro, elle doit contenir 
les termes, où la somme des degrés de p et q n'est pas moindre que 27, en vertu 


de quoi on a 


(24) DU ICH 


‘ar la somme des degrés de p et de 4 dans la fonction R ne surpasse pas k. 


Done on a 


(21—1) = p(21—1)— = (21—1) 

RCE RE ev = Rf o 
et 

(27) — PL = ICH RED 

RS LEE oS SENS spa REA O" 


| étant un nombre entier positif, et par suite 


21-1 
1 n n py- 
(25) lim. de l'esp. math. de | " À 
DE Vn 
et 
$7 
: ; m — np\? ] ! 
(26) lim. de l'esp. math. de | | lim. RE), 
N = x | n 
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La quantité R? se représente, en vertu de nos calculs, sous la forme de 
telle somme 
aptraprqtiapgegt....+aip'q'+ap' gt 
+b, pti +b, pt!g b, pitlg?+..... t5; pt} gi 3 
Hs 


dont les coefficients ne dépendent pas de p et de q. 


Or cette somme se détermine aisément par la ligne première 
a, p -- a, pq a, pg?  .... aia pl gl E ai pl gl. 
En effet, en multipliant les termes de la somme 


a, p - a, pq a, pq? +... t aia 9! + «pq! 
par 
(Co) a mn I— p, I, 


nous la transformons dans la somme 
(27)...S.— a, (z— 9) Ha, pl pst: 42. rase p pid haan pego 


laquelle est égale à 


(a, + d, + a; +: b Qa + 4) pq! 


et ne se change pas par la transposition de p et g. Il en résulte. que la trans- 


position de p et q ne change pas aussi la différence 
RD Ss 


D'autre part, il est évident, que cette différence contient le facteur j/*!, 
et par suite elle doit contenir aussi un facteur identique avec g^*! en vertu de 
légalité p + q—1; ce qui est impossible, si elle ne se réduit à zéro; car elle ne 
contient que les termes, où la somme des degrés de p et q ne surpasse pas 2/ 

Donc on a 
(28) RD — (a, + a, Has +... tai +a) pg, 
la somme 


a p! + a, p qc a, pq? +....+aplaq 


étant égale au coefficient de »/ dans l'expression 


[n — pn)!}],, 
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déduite de l'expression (23) de l'espérance mathématique de 
(m — pn)?! 
par l’ecartement de tous les termes, où le degré de p surpasse /. 
Enfin, ayant égard à la formule 
p eo 


[(m — pn)?!], = [m?'], — 2l pn [n?'—!], + 2 2 — 2) pn? [m?!—2) — -:- 


et en nous servant de l'expression de [m/], trouvée plus haut, nous obtenons la 


formule 
ONY USES UA ed Se EUR 
a \ =) x noe Ai jar 
21(+3— 1) (+ 7— 2)? Dm). 
— == A ot 

I A owe) 
aL (gi x) (Uo 2) gt Uc 

T r D Al—j,21—2 

1252 TN j 
ARE ER) uA ce ER Rest DECR Cg | 
= HZ Je) aoe) Air, 


qui en vertu de la formule (20) nous donne! 


dj — À 


" Warts) Qik Cs ee d ens] Ó | 
eu I2 90 ama Me) 


L(L— 1)... (L— 3 +1) 20 V 
— Vernis (lt | ) 
Tere 3 M MD le 
et par conséquent 
20 V 
(29) AO A ee Ap D oi EI 1) (1 + 2 


Ces formules ont évidemment le même sens conditionnel, que la formule (16). 


La formule (29) fournit la limite de la somme 
Choe A ale Chae soo Iver 
lorsque » augmente infiniment. 


5 JURE k(k— . 
! Je (zo = f(k — I Sk 1) 4 E fü 2) + f (0) 
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Nous parvenons de cette manière à l'égalité 


lim Re) =e 3i5 (21 — 1) 2 va) 
ne 1 : 5... 12 "E 3 
et par suite 
& 21 1 
(30) lim. de l'esp. math. de le P =i Ros (2l —1) E à : pa) : 
n-oo n : 


Done nous avons 


/ 


— 21—1 
lim. de l'esp. math. de (= p —0 
^n 


N=% 


et 
I +6 


ar 21 
lim. de l’esp. math. de = - Pr) (Zi d) [E 25 


1 
adl 
n-o | N 
et en vertu des recherches mentionnées ci-dessus nous pouvons établir Ja pro- 
position suivante. 


La probabilité des inégalités 


1+0 ^ : / 1 +0 
np + t, V 2nq7 thn < m<np + t, V 2p games 


oi n est le nombre des épreuves considérées, m est le nombre d'arrivées de l'événe- 


ment E et t,, t, sont deux nombres constants arbitraires, converge à la limite 


ty 


en 


z eo 
V 


tı 


lorsque n augmente infiniment. 

$ 4. Notre question admet une généralisation, considérable, signalée par 
M. A. Liarounorr; à savoir, en conservant les autres conditions, on peut poser, 
que la probabilité de #, tant que les résultats de nos épreuves sont absolument 
indéterminées, n’a pas une même valeur pour toutes ces épreuves, mais dépend 


717 


de leur position. En abordant cette généralisation de notre question et en dé- 


signant par 
ae ENT UT) PE 


la probabilité de Æ pour les épreuves successives, nous obtenons au lieu de (1) 


l'équation suivante 


(31) p" - p pui | 22 E quss 
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dont la résolution aux termes précédents s'exprime par la formule 
(32) p = p + (p' — p) ón—1. 


Il est évident de cette formule, que p sert maintenant de la limite, à la- 
quelle s'approche p, quand » augmente infiniment. 

D'autre part, il est facile d'obtenir, pour la question généralisée, la méme 
équation 


Qk--2 — (p,5 + d.) Ok +1 + (n — 93) Suy — o, 


en conservant toutes nos désignations, employées auparavant. 

Quant à la fonction 9 (£, 1), la fonction génératrice de w,, pour la question 
généralisée elle ne diffère de la fonction 2(£, f) précédente que par son numé- 
rateur; le nouvel numérateur s'obtient du numérateur, trouvé auparavant, par 
changement de w,, la nouvelle expression w, étant égale à p E + q' au lieu de p£ + q. 
Cela étant, pour la généralisation signalée de notre question il faut et il suffit à 
la fonction O(£,1), trouvée auparavant, ajouter la fonction ./(£,1), déterminée 
par la formule 
(33) ae lens 
: : I— (p5 + q+ d(gS + p)yt- oec 

Or d’après l’accroissement de Q(Z,t) il est facile de trouver aussi les ac- 
croissements correspondants des espérances mathématiques considérées par nous; 
car leurs accroissements se déterminent par les mêmes formules, que ces valeurs 
mêmes, à la seule différence, que la fonction O(Z, t) doit être remplacée par 
A (&, t). 


En premier lieu l'aceroissement de l'espérance mathématique du produit 
m (m —1)....(m—& 4 x) 
s'exprime par le coefficient de /" dans le développement de 


(44) |di 4 (8, t] I.2...2(p —p)t! | p pg Ke 
9i CER FEST (ras Be Lot] 


en série ordonnée suivant les puissances croissantes de ¢. En étudiant ces coeffi- 


cients et en passant du produit 


m(m-—1)...(m-—«4- x) 
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successivement aux puissances de m et de m — pn, on trouvera, que l'aecroisse- 


ment de l’espérance mathématique de 


(m — pn)" 


peut étre présenté, par la méthode employée ci-dessus, sous la forme d'un po- 


lynome 


(35) TD nk + TUO me +... + TOO 


analogue au polynome (23). 
Les rapports 
TP, TP, 1 
p—p’ pl—p’ "y-—p 


sont des fonctions entières de p et g; la méthode précédente fait évident aussi, 
que la fonetion 
(ky (al es 
DA pe em) 


contient la facteur j! et que la somme des degrés de p et g dans chaque terme 
de cette fonction ne surpasse pas k — 1. 
D'autre part il n'est pas difficile de démontrer, par le passage de Ka F, 


que l’accroissement considéré de l'espérance mathématique de 
(m — pn) 
ne change pas sa valeur absolue, si l'on transpose simultanément 
p et q, p' et d! —-1— y. 


De là découlent les égalités 


(21—1) TT (24 1) (21—1 * 
Tos ER AE T| o 
et 
mel) (2.1) men) — 
TE? ; TE? , T, QE 


Done la généralisation de notre problème, signalée par M. A. LrAPOUNOFF, 


ne change pas la limite trouvée auparavant, à laquelle converge l'espérance ma- 


iB | 
Vn 


lorsque n augmente infiniment; et par conséquent, en généralisant de cette ma- 


thématique de 
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nière notre problème, nous pouvons maintenir la proposition, établie plus haut, 
sur la limite de la probabilité des inégalités 


"wes - à 
np + t, Vs E =‘) n<m<npHt, V «satt E n. 


$ 5. Nos considérations sont basées en grande partie sur la symétrie de 
certaines expressions par rapport à p et q. Cette circonstance particuliére em- 
pêche beaucoup de généraliser nos resultats. 

En cherchant à les étendre à des valeurs quelconques liées en chaine, jai 
modifié les considérations exposées de telle manière qu'il devient superflu de 
s'appuyer à la symétrie susdite. 

Pour ce but nous remarquons que l'espérance mathématique de 

(m — pn) 
peut être déterminée immédiatement par le coefficient de fr dans le développe- 
ment de la fonction 
[di (eu, te—rn)| 


| di ee 


suivant les puissances positives et croissantes de f. Or en étudiant cette fonc- 
tion de ¢ et en posant 

V —1— (pe + qo) te?" + (p, — py) er 2 e-2m 
et U 
J 


£2 (e, te—P") — 


7 


nous pouvons nous servir des formules très connues 
lr]. U PUE oz)" -1) 
I | I V 


zn NE QUEUE ee [= : ul Ik xd ey an 
n PASS URSI u! y! 


ou l'on a 


^ctukbv.y4—jetà-c-2ud432v4. i. 
Au moyen des ces formules il n'est pas difficile de tirer de l'expression 


[d £2 (e", te pu 
| dit 


=o 
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son terme principal de la forme 
i | i+1? 


déterminant nos resultats. 

Nos considérations modifiées peuvent être étendues aussi à des valeurs quel- 
conques liées en chaîne, ce que j'ai fait dans le mémoire »Amplification des 
théorèmes limites du calcul des probabilités à la somme des valeurs liées en 
chaine», publié en russe (Mem. de l'Acad. des sciences de St. Petersbourg. VIII 
série, Vol. XXII, N. 9). 
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SUR LES FONCTIONS TRIPLEMENT PÉRIODIQUES 
DE DEUX VARIABLES. 


PAR 
P. COUSIN 


BORDEAUX. 


La théorie des fonctions méromorphes triplement périodiques de deux vari- 
ables complexes semble n'avoir été jusqu'ici l'objet d'aucune étude spéciale. Tan- 
dis que dans la théorie des fonctions d'une seule variable, l'étude des fonctions 
simplement périodiques et, en particulier, des fonctions trigonométriques a pré- 
cédé celle des fonctions elliptiques, au contraire pour les fonctions périodiques 
de deux variables les mathématiciens ont abordé directement le cas des fonctions 
abéliennes. Il s'est trouvé ainsi, dans la théorie des fonctions périodiques, une 
lacune que M. ArPELL avait signalée à notre attention il y a plusieurs années. 
Tout le présent Mémoire a pour but de combler ce vide dans une certaine mesure, 
en établissant les principes fondamentaux de la théorie des fonctions triplement 
périodiques de deux variables. 

Notre travail est divisé en trois parties. L'introduction est consacrée à 
des propriétés des systèmes de périodes; nous avons dû reprendre sommairement 
quelques résultats connus pour les adapter, en les précisant, à la suite de notre 
Mémoire. Nous introduisons ensuite la notion nouvelle d'un invariant pour (n +1) 
systèmes de périodes (dans le cas de n variables) et les entiers caractéristiques 
correspondants. Dans la première Partie nous étudions les zéros des fonctions 
triplement périodiques et nous sommes ainsi conduit à démontrer que [invariant 
défini dans PlIntroduetion est nécessairement positif. Cette condition d'inégalité 
que nous rattachons à la loi de distribution des zéros d'une certaine fonction 
entière dune variable, donne, lorsqu'on l'applique aux fonctions abéliennes tou- 
tes les inégalités de RIEMANN. On a ainsi une interprétation nouvelle de ces 
inégalités classiques. La fin de la première Partie est consacrée à la recherche 
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, CDPÉSSi LE So Se One h ; s 
d’une expression analytique générale des fonctions méromorphes triplement pé- 


riodiques. 
La seconde Partie est consacrée tout entiére a des classes spéciales de 


fonctions triplement périodiques que nous appelons semi-rationnelles. Ces fonctions 
ont les propriétés des fonctions abéliennes avec quelques modifications qui rappel- 
lent tout à fait la dégénérescence des fonctions elliptiques en fonctions trigono- 
métriques. Cette analogie se trouve pleinement confirmée par le théorème sui- 
vant qui termine notre Mémoire. 

Si une fonction méromorphe de deux variables admet trois systèmes de 
périodes non exceptionnels et n’admet aucun système de périodes distinct des 
précédents, si en outre cette fonction est liée à ses deux dérivées partielles du 
premier ordre par une rélation algébrique, on peut, après avoir effectué sur 
les variables une substitution linéaire convenable, mettre cette fonction sous 
forme d'une fraction rationelle en e", les coefficients étant des fonctions O de la 
seule variable x. La fonction est alors, d’après cela, ce que nous appelons une 
fonction semi-rationnelle. 


Introduction. 


1. On dit que les zéros d'une fonction entière f(x, y) des deux variables 
x et y admettent le système de périodes (a, b) ou encore que (a, b) est un sy- 
stéme de périodes appartenant aux zéros de f(x, y), lorsqu'il existe une identité 
de la forme suivante: 


f(a + a, y + b) = ey f(x, y), 


où g(x, y) est une fonction entière de + et y; en d'autres termes f(x + a, y + b) 
et f(x, y) admettent les mêmes zéros et au même degré de multiplicité. 
Si nous considérons deux systèmes de périodes (a,, b,) et (&,, b,) appartenant tous 


deux aux zéros de la fonction entière f(x, y) et les deux identités correspondantes 


(1) f(x + a,, y + b,)—= env) f(x, y) 


l2 
— 


f(x + da, y + by) = en € f (m, y) 


les deux fonctions entières g,(x, y) et g,(vw, y) satisfont à la relation suivante: 





' Sur les questions traitées dans cette introduction on pourra consulter entre autres tra- 


vaux: le Mémoire de M. Arrerx Sur les fonctions périodiques. (Journal de Liouville 1891). — 
Un mémoire de M. Poincaré Sun les fonctions abeliennes (American Journal); enfin notre Mémoire 
sur les fonctions périodiques (Annales de l'Ecole normale supérieure 1902) et notre Note (Société 


des Sciences physiques de Bordeaux 1903). 
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(3) gi (* + a5, y + b,)—g, (x, y) — [g,(x + a4, y + 51) — g,(x, y)] — 21xm, 


où m,» est un entier positif, négatif ou nul. Cette identité s'obtient immédiate- 
ment par le procédé habituel qui consiste à changer x et y en x + a,, y + b, dans 
(x) et en x--a,, y + 6, dans (2). 

Nous dirons que l'entier m; est lentier caractéristique (ou simplement 
l’entier) relatif aux deux systèmes de périodes (a,, b,), (a,, b,). De la forme de 
la relation (3) qui sert de définition à mı,., il résulte que 


Ms = — 12:1 


c'est-à-dire que le signe de l'entier change lorsqu'on échange entre eux (a, b;) 
et (a, b,). Lorsque nous parlerons de l'entier relatif à deux systèmes de péri- 
odes, il faudra donc tenir compte de l'ordre dans lequel sont énoncés les deux 
systèmes de périodes; de telle sorte que l'entier relatif à (a,, b,), (a,, b,) est égal 
et de signe contraire à l'entier relatif à (a,, b,), (a4, 6,). 

Rien n'empéche de supposer dans ce qui précéde que les deux systémes de 
périodes (a,, b,) et (a, b,) sont identiques, c’est-à-dire que a, — a, et b, —b,. 
L'entier caractéristique est alors évidemment nul ce qui peut s'exprimer par 
l'égalité: m; — 0. 

Si l'on effectue sur les variables a et y une substitution linéaire qui remplace 
ces deux variables par les variables X et Y, si (4,, B,) et (4,, B,) sont les deux 
systèmes de périodes qui pour X et Y correspondent à (a,, b,) et (a, b,), il est 
clair que l'entier caractéristique pour (4,, B,), (A,, B,) est le méme que celui 
qui est relatif à (a, b,) et (a,, b,). On voit aussi bien facilement que si on 
multiplie l'une par l'autre deux fonctions entières dont les zéros admettent les 
deux mêmes systèmes de périodes (a,, 6,) et (a,, b,), pour le produit obtenu 
lentier caractéristique sera égal à la somme des entiers caractéristiques des deux 
facteurs. 

Enfin si f(x, y) est une fonction qui ne s'annule pour aucun système de 
valeurs de x et y, on voit sans peine que l'entier caractéristique 7,» est nul. 

Il en résulte que si l'on multiplie une fonetion entiére dont les zéros ad- 
mettent les deux systèmes de périodes (a,, b,), (a,, b,) par une fonction entière 
qui ne s'annule pas, on n'altére pas, par cette opération, la valeur de l'entier 2,2. 

2. La relation entre quatre systèmes de périodes appartenant aux zéros de 
f(a, y) et les six entiers caractéristiques relatifs à ces quatre systèmes pris deux 


à deux des six façons possibles est la suivante: 


Qi, »(a4b, —a,b,) + mis(a,b, — a,b,) + miya(a; b, — a,b,) 


(4) 


+ ma, (a,b, —a,b,) + m», 4 (a,b, — a,0,) + ms, (a, b, —a,b,) = o, 
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dans laquelle (a,, 6,), (ds, 62), (a4, b,), (a,, b,) sont les quatre systèmes de péri- 
odes et les m sont les entiers caractéristiques conformément aux notations précé- 


dentes. La relation précédente peut encore s'écrire comme il suit: 
(5) 2 Ma,p A, bs = 0 


la sommation s'étendant aux douze permutations («, p, y, 0) des quatre nombres 
I, 2, 3, 4 pour lesquelles le nombre des inversions (au sens de la theorie des 
déterminants) a une méme parité; en tenant compte de ce que m,,;-— — Maas 
les relations (4) et (5) sont évidemment les mêmes. 

La relation (4) est absolument générale; elle a toujours lieu, que les quatre 
systèmes de périodes soient distincts ou non; quelques uns d’entre eux peuvent 
même être identiques. La relation est vraie même si f(x, y) se réduit à une con- 
stante non nulle, car alors tous les entiers caractéristiques sont nuls. Le seul 
cas d'exception, sans aucun intérêt, est celui où f(x, y) est nulle identiquement. 
Dans le cas où les quatre systèmes sont distincts, cette relation (4) est oelle qui 
lie nécessairement les périodes d’une fonction abélienne. La démonstration qui 
a été donnée par M. ArPELL et que nous avons étendue au cas des fonctions de 
n variables (» + 2)-fois périodiques, s'applique trés bien au point de vue gé- 
néral auquel nous nous placons ici. 

Pour le montrer, remarquons que si l'on effectue sur v et y une substitution 
linéaire quelconque définie par les équations 


C— Xm 
(6) 

y— EXEC SY 
et que l'on désigne par (4;, Br) le système de périodes relatif à X et Y qui 
correspond à (ax, br), (k — 1, 2, 3, 4), la relation (4) écrite à l’aide des périodes 
(Ar, By) conserve la méme forme; car les entiers caractéristiques ne changent 
pas par une substitution linéaire et, d'autre part, chacune des parenthèses telles 
que (a,b, —a,b,) est égale à la parenthèse correspondante (A, B, — A, B,) multipliée 
par le déterminant de la substitution. 

On peut, d'aprés cela, pour vérifier (4) effectuer une substitution linéaire. 
Nous pouvons d'ailleurs supposer que l'une des parenthèses (ad,5,—«a,0,) est dif- 
férente de zéro, car si elles sont toutes nulles, il my a pas lieu à démonstration. 

Supposant done que (a,b, —a,b,) est différent de zéro, déterminons la sub- 
stitution linéaire suivante: 


Xl x + ny 
(7) 1 1 
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par les conditions 


(8) 271% —l,a, + n,b,, o—=ha,+ND, 


(9) o—=l,a, + n,b,, 24 =1,a, + n,b,, 


ce qui est évidemment possible; on aura I,n, — Ln, — o. 

Par cette substitution les quatre systémes de périodes seront remplacés par 
les suivants: (27,0), (0, 27%), (A,, B4), (A, B,) et f(x, y) deviendra F(X, Y). 
Il suffit de continuer la démonstration comme le fait M. ArPELL pour arriver 


à la relation suivante, sans aucune hypothèse restrictive relativement aux valeurs 
de AE B A, et Bi: 


(ro) 2 maiz À, + 2mas»iz B, + 2 mı sin A, + 2 ma sin B, + 


m». 1CÀ, b, = A,B,)+4 TM 3,4 0); 


On vérifie immédiatement que cette relation se réduit à la relation (4) écrite 
pour les systèmes de périodes (2 im, 0), (0, 27), (A,, B,), (4,, B,). La relation 
se trouve démontrée dans toute sa généralité.  Remarquons que la relation (4) 
n'est une relation entre les quatre systémes de périodes qu'autant que les six 
entiers ne sont pas tous nuls. Pour établir l'existenee d'une relation entre les 
périodes pour le cas des fonctions abéliennes, il faut prouver que les entiers dans 
ce cas ne sont pas tous nuls. La démonstration que donne à ce sujet M. Ar- 
PELL ne s'étend pas au cas des fonctions de n variables (m + 2)-fois périodiques. 
Pour ce cas général nous avons donné une autre démonstration dans le Mémoire 
déjà cité; dans la suite de celui-ei nous en indiquons, incidemment, une autre 
fondée sur des considérations différentes. 

3. Nous avons vu l’invariance des entiers caractéristiques dans une sub- 
stitution linéaire. Nous allons étudier maintenant leffet produit sur ces entiers 
par une transformation effectuée sur les périodes. Remarquons tout d'abord 
que si mp, est l’entier relatif aux deux systèmes de périodes (ap, bp), (ay, bq), 
lentier relatif aux deux systèmes (aj, bp), (— a, by) sera my, comme on le 
voit sans peine. Considérons ensuite trois systèmes de périodes (ap, bp), (Ae, be), 
(a, b,) quelconques, distincts ou non. Soient, conformément aux notations pré- 
cédéntes, mj, mp, Mar les entiers caractéristiques relatifs à ces systémes. 


Posons toujours comme plus haut 


(11) f(X + ax, y + by) = egi Gf (a, y), (Kip 80371) 


On a ensuite 
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gp(X + Ar, y + br) — gp, y) —[gr(% + ap, y + bp) — gr(&, y)] = 2 iw mp, 
(12) 
ga (3-0 y + b;)— gae) [gas e Og) gr (UN 21025 Tm - 


Cherchons l'entier caractéristique relatif aux systèmes de périodes (a, + a4, by + bg) 
et (a,, 6,). Il est égal à l'expression suivante divisée par 2 iz: 


gp(X + Ag + ar, y + bg + Dr) + ga(* + Gr, Y + Or) — gp(X + aq, Y + bq) — ga, y) 
G7 (Gat Er Gos Yt Op} Og) = Grn) 


qui, en vertu des relations (12) où l'on change dans la première x et y en za, 
y+0b4, se réduit à 2 dire (mpr + Mer). ; 
L'entier caractéristique pour les deux systèmes (a, + ag, bp + bg) et (a,, br) 
est done My,r + Mr: 
Plus généralement, soient n systèmes de périodes (az, bx) (k — 1, 2,... m) 
et posons 
A, — 4,0, +44, + --- + Ann 
(13) À ; à 
B, — 4,0, + 4,6, + --- + dnbn 
les 4 étant des entiers quelconques. Par l'application répétée des résultats pré- 
cédents nous obtenons l'entier relatif à (4,, B,) et (ay, bp). (p ayant l'une des 
valeurs 1,2,...n). En désignant par v, cet entier, nous avons ainsi: 


(14) yy — hy my + lp + 2 + loin pe 
Posons maintenant 
À, — 10, + 1305 ut: is um 
(15) 
B, = u,b, + u,b, AS EE tts by, 


et cherchons l'entier caractéristique Ms; relatif à (4,, B,) et (4,, B,); en appli- 
quant la méme régle on l'obtient par la formule suivante: 





M» = 1G, — My Vo — Ug Vg rr — Ln Yn 


et en remplaçant les » par leurs valeurs (14) 


Mo = — XtgAgmg,p (petg=TL2,...n) 
ce qui peut s’écrire aussi, en remarquant que My,p =—Mp,g et Mon = — Mi: 
(16) Mi,» = my, (pig — Ag ttp) 


la sommation s'étendant ici à toutes les combinaisons (p, q) des » premiers nom- 
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2 \ n(n—ı 
bres entiers deux à deux (car my» 0) et renfermant done en tout ——— 
termes. 

Nous avons ainsi par la formule (16) l’expression des nouvelles valeurs des 
entiers caractéristiques après une transformation sur les périodes. 


4. Comme application de cette formule considérons trois systèmes de péri- 
odes (a,, b,), (a,, b,), (a;, b,) et les entiers caractéristiques correspondants mj,9, 
7h»3, Mar. Nous allons montrer que l’on peut, par une transformation du pre- 
mier ordre effectuée sur ces trois systèmes de périodes les remplacer par trois 
autres (A,, B,), (4,, B,), (A,, B,) pour lesquels les entiers caractéristiques seront 
Mi2=0 Mos—d Mai-— o0 où d est le plus grand commun diviseur (positif par 
exemple) des trois entiers m», m», ma; supposés non tous nuls. Appelons en 
effet m,» m/s Mas les quotients respectifs de mj,2, mTh,5, Mas par leur plus 
grand commun diviseur d. Ces entiers étant premiers entre eux, nous pouvons 
choisir six entiers A,, 2,, Ay, t,, 4, 4; tels que le déterminant 


m's, aun 3, 14077 12 


A, ho Me 
1 {ly s 
soit égal à r. 
Posons alors 
A, = m/s 3a, + Ma1d + Mi A, — 4,0, + Andy + Aga, 
B, — ms 3b, + m'as b, + m'1,26, B, — 4,0, + 2,0, + 4,5, 


A, = 40, Fa Elsa 


B, — u,b, + usb, + u,b, 


et caleulons les entiers Ms, Mar, Mi à l’aide de la formule (16) dont le se- 
cond membre se réduira dans le cas actuel à un déterminant du troisième 


ordre. Pour M»; nous aurons: 


Mo,3 M3,1 TI. o 


Ce déterminant est évidemment égal à d et l'on a bien 


M» —d. 
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Les déterminants qui donnent M73, et J). seront nuls comme ayant deux 
lignes proportionelles. Nous avons done obtenu le résultat annoncé. 


5. Comme autre application de la formule (16) nous allons indiquer, pour 
trois systèmes de périodes et les entiers correspondants, une expression qui pos- 
séde des propriétés d'invariance d'une importance capitale pour la suite. 


Les mêmes notations étant conservées, posons: 
00,0, 0 a,b a,b ad: 


puis dans les formules suivantes, mettons en évidence les parties réelles et ima- 
ginaires de 0,. 0, et 0,: 


0, =o, FAP =, + 06, 104—063 + Ups; 


et posons: 
(17) I = mı,.(a, B5 — a, 8) + Me,3(a B4 — O38) + Ms3,1(a38, — e, Ba). 


On peut vérifier par un calcul tout à fait élémentaire les deux propriétés sui- 
vantes de l'expression réelle /. 

Si l'on effectue sur les variables 2 et y une substitution linéaire quelconque 
de déterminant D, si lon calcule ensuite la nouvelle expression de / pour les 
trois systémes de périodes correspondant, pour les nouvelles variables, aux trois 
anciens (les entiers m restant comme nous l'avons vu inaltérés) la nouvelle ex- 
pression de / sera égale à l'ancienne multipliée par le carré du module de D, 


propriété qui s'exprime par l'égalité suivante: 
1 Da: 


On en conclut que la quantité réelle J conserve son signe dans une substitution 
linéaire. d 

En second lieu, si l'on effectue sur les trois systèmes de périodes une trans- 
formation d'ordre », on vérifie à l'aide de la formule (16), que l'expression de J, 
après cette transformation, se reproduit multipliée par n°. Done, par une trans- 
formation quelconque, le signe de J n’est pas altéré. Nous verrons plus loin 
que / est nécessairement positif, non nul lorsque les trois systèmes de périodes ne 
sont pas exceplionnels, et que la condition 7 »0 est la seule condition pour 
quil existe une fonction entière dont les zéros admettent les trois systèmes de 
périodes considérés avec les entiers caractéristiques correspondants mj,2, Ma,3, 
mai. Dans le paragraphe suivant nous précisons ce que nous entendons ici par 


exceptionnels. Nous indiquerons d’abord comment Vexpression de / peut être 
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A : x Ar n(n + I 
étendue au cas de n variables et de (n + 1) systèmes de périodes avec ET) 


entiers caractéristiques définis exactement comme dans le cas de deux variables. 

Désignons par (ab, at, ds am) (p—1,2,...,n+ 1) les n + 1 systèmes de 
périodes conjuguées. A chacun de ces systèmes, imaginons que l'on ajoute un 
(n + rime élément quelconque a+) de facon à former un déterminant d'ordre 


(n + 1) dont la pie ligne sera 


1 2 1 ee 
atn, am, dh am, act (Dr 2 pop): 
Soit alors 0,, (p —r, 2,...n 4 1) le coefficient de a+ dans le déterminant 
p 1 Dp 


précédent, et mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de 
Op; soit 


Op = & + $8 (Dre ne) 


Nous définirons / par l'égalité 


(18) TL = Mp, (ap Pa — a Pp) 
: Wn n(n + 1) AE Á 
la sommation X s'étendant aux — — combinaisons (p, q) des (n + 1) premiers 
2 


nombres entiers deux à deux. 

I ainsi défini possédera les deux propriétés d'invariance énoncées ci-dessus 
pour le cas de » — 2. Son signe est donc invariable lorsqu'on effectue soit une 
substitution linéaire sur les variables, soit une transformation sur les périodes. 
Nous n'insistons pas sur ce cas général, car l'objet du présent Mémoire est 
l'étude du cas de deux variables. Mais les indications sommaires qui précèdent 
sur le cas de » variables, éclairciront dans la suite la nature de l'inégalité J > o 


que nous rencontrerons. 


6. Revenons au cas de deux variables et de trois systémes de périodes 
conjuguées, désignés par les mémes notations que plus haut. 

Ces trois systémes de périodes seront exceptionnels s'ils satisfont à l'une 
ou à l'autre des deux conditions particulières suivantes: 

19. Il existe entre les trois déterminants du second ordre 

Ó 


gène, à coefficients entiers non tous nuls. 


= 4b, — a4b,, 0, — a,b, — a,b, 0,— a,b, — a,b, une relation linéaire, homo- 


29. Il existe deux relations simultanées de la forme: 
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Aa, + Ba, + Ca; — 0, 


(19) 
Ab, + Bb, + C5, — o. 


A, B, C étant des constantes réelles non toutes nulles. 

Il est clair que chacune des conditions (1°) et (2°) subsiste après une sub- 
stitution linéaire ou une transformation. 

Si les trois déterminants d,, d,, 6, sont nuls les trois systèmes de périodes 
sont proportionnels; laissons de cóté ce cas trés-facile à discuter, et supposons 
par exemple 0, <o. On pourra, dans ce cas, trouver quatre constantes /, m, 
U, m' telles que l'on ait: 


la, + mb, — 2 ix l'a, + mb, — o 


la, + mb, =o l'a, - m'b—2in 


avec im! — l'm = o. 
Si l'on effectue la substitution 





a! = la + my 
y =a + m'y 


les trois systèmes de périodes deviendront pour les variables x’ et y': (247, 0), 
(o, 27), (a', b'). La condition (1°) serait alors une relation linéaire, homogène, 
à coefficients entiers non tous nuls entre a’, b' et 27a. Nous avons étudié ce 
cas dans Je Mémoire cité. La condition (2°) serait pour les systémes actuels de 
périodes que a’ et b' soient tous deux purement imaginaires. Il est facile d’aper- 
cevoir les raisons pour lesquelles ce cas doit être écarté de l’étude des fonctions 
triplement périodiques. 


7. On peut, d’après ce qui précède, ramener trois systèmes de périodes non 
exceptionnels par une simple substitution linéaire faite sur les variables, à la 
forme (27,0), (0,27), (a,b) où l’on a, en mettant en évidence les parties 
réelles et les parties imaginaires de a et b: 


a= À, + ui, Dur 


Pune des deux quantités 4, ou A, étant nécessairement différente de zéro. De 
plus il n'y a aucune relation linéaire homogène, à coefficients entiers non tous 
nuls entre a, b et 2 iz. 

On a ainsi une forme normale pour trois systémes de périodes non excep- 


tionnels. C'est celle qui a été employée par presque tous les auteurs pour la 
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théorie des fonctions abéliennes. Nous allons en donner une autre que nous 
avons déjà employée dans le Mémoire cité et qui nous semble beaucoup plus 
propre à mettre en évidence les propriétés des fonctions triplement périodiques: 
nous l’utiliserons presque constamment dans ce qui suivra. 

Supposons pour fixer les idées A, 40 et effectuons la substitution linéaire 


PERS 7 late 
= à y See + ys 


les trois nouveaux systémes de périodes seront (en changeant l'ordre), (o, 277), 
(c, 72), (w', if") en posant: 


70° L 
pelas ME I 
Ay 1 
u A lt; — AU 
C) Ive | I 12. 2 1 
WU — 2 42t — 2 qt — , p= == 
hy A, 


. , (e . . . 
On voit que ? et 9' sont tous deux réels et que le rapport — est imaginaire. 
(e 
On a ici: 
0, — i(8'o — Bo), ,=2inw, 0; =—2inw. 


Pour qu'il y ait entre 0,, d, et 0, une relation linéaire, homogène, à coeffi- 
cients entiers o,, o, et o, non tous nuls il faudrait que l'on eut: 


0, (B co — Bo) + 2 rw — 20,70 — 0 
c'est-à-dire: 
c (o, B' — 2 7094) + »'(2 oz —0, B) = o 


» 


© . . . r ^ 
et comme est imaginaire et que i? et f' sont réels cela entraîne les deux con- 


() 
ditions: 
gl 
Oi Pi =— 2 7010; o 
op UT oO 
C 0» 


I 


ce qui n'aura lieu que si ? et 3’ sont tous deux commensurables avee vr. 


Réciproquement, les trois systèmes (o, 2 iz), (w, 23), (w', i) où 9 et ?' sont 
réels et w, w' quelconques mais à rapport imaginaire ne seront pas exceptionnels 
si |) et # ne sont pas tous deux commensurables avec z (ou nuls comme cas 
plus particulier). 

Il peut arriver que dans la forme normale que nous venons d'indiquer, il 


y ait entre 9, pP" et 2x une relation linéaire homogène à coefficients entiers non 
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tous nuls, sans que pour cela les trois systèmes soient exceptionnels: c’est ce qui 
aurait lieu, par exemple, si l'un des deux nombres 3 ou f! était commensurable 
avec ;r. Un tel cas particulier n'est pas exclu par ce qui précède. 


Première Partie. 


S. Avant d'aborder l'étude de quelques propriétés des zéros des fonctions 
triplement périodiques, nous donnerons, pour une fonction réguliére de trois 
variables complexes un théorème qui est un corollaire d'un théorème classique 
de WkErERsTRASS. Nous désignons par f(x, y, z) une fonction des trois variables 
complexes x, y, z régulière pour un domaine D limité par trois contours fermés 
simples (C,, C,, C,) tracés respectivement sur chacun des trois plans représenta- 
tifs des variables. Nous comprenons dans ce domaine tous les points situés sur ses 
frontières. En outre nous supposons quil n'existe aucun couple de valeurs de 
y et de z appartenant au domaine (C,, C,) pour lequel f(x, y, z) soit nulle qu'elle 
que soit la valeur de x. Dans ces conditions pour un point quelconque (x,, 9, 2,) 
du domaine D, il existe un polynôme de WEIERSTRASS P, (x) entier en x — x, qui 
a les propriétés suivantes: 1° Le coefficient du terme du plus haut degré en 
æ— x, est lunité; 2° Il existe un nombre positif o, tel que pour le domaine 0, 
défini par |«—2,|<o,, |y —31| <a, |2— z,| «o; tous les coefficients du polynôme 
sont des fonctions régulières de y et z et tel en outre qu'à l'intérieur de 0, les 
équations f(x, y, z) —o et P,(x)=o sont équivalentes; 3° Tous les coefficients 
du polynôme P,(x) ordonné suivant les puissances de (x —x;) (à part celui qui 
est égal à l'unité) s’annulent pour y — y,, 2 — 24. 

temarquons que si au point considéré f(x, y, z) ne s'annule pas, on a 
P, (x) zr. 

Nous ferons la remarque suivante, bien qu'elle soit évidente, pour mieux 
faire comprendre ce qui suit. 

Supposons que les racines du polynôme P,(x) s’echangent entre elles dans 
le voisinage de y —3,, z—z,. Si nous prenons un système de valeurs (y;, 2;) 
non particulières et très-voisines de (y,, z,) le polynôme P,(x) admet pour y — y;, 
£z —2, une racine x — x, trés-voisine de v, et, en général, racine simple de P, (x). 
Au point (a, %,, z.) correspondra alors un polynôme de WEIERSTRASS P,(x) qui 
sera du premier degré et pour lequel le nombre positif correspondant o, sera 
très-petit puisqu'il sera au plus égal à la plus grande des quantités |y, — |, 


|4,—2,|]. Mais si nous ordonnons le polynôme P,(x) suivant les puissances de 
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(x — x,) nous obtiendrons un polynôme Q(x) qui aura, relativement au point (x,, 
Yo, 2) toutes les propriétés du polynôme de WEIERSTRASS, à part la troisième. 
D'une facon plus précise si nous appelons & le plus grand des modules |x, — 2, |, 
ly2—“ |, [2 -—2 | nous voyons que: 1° le polynôme Q(x) a pour coefficient de 
son terme du plus haut degré l'unité. 2° Pour le domaine [x —x,| <o, — e, 
ly—y.l<e—e, |2—2,|<o, —e les coefficients de Q(x) sont des fonctions 
régulières de y et z et de plus l'équation Q(x) — o est équivalente à f(x, y, z) — o. 
Nous appellerons polynôme normal relatif au point (vr,, y,, z,) tout polynôme 
possédant les deux propriétés précédentes pour un domaine déterminé du point 
%,, Ya, 2. ll est clair qu'au point x,, y,, z, correspondent une infinité de poly- 
nómes normaux. 

Si l'on compare le polynôme Q(x) au polynôme de WEIERSTRASS P,(x) relatif 
au point (r,, y,, z,), on voit que le rayon o, du domaine pour lequel P,(x) est 
valable, est au plus égal à & qui est très-petit, tandisque le rayon du domaine 
pour lequel Q(x) est valable étant o, — & est trés-voisin de o,. 

Cette remarque faite, démontrons le théorème suivant où f(x, y, z) reste 
soumise aux mêmes hypothèses que ci-dessus. ll existe un nombre positif 7 tel 
que, quel que soit le point a, y,, z, pris dans le domaine D, il lui correspond 
un polynôme normal Q,(x) valable pour le domaine |y —z,| £r, |y — | r. 
|l2—2,| € r. 

(Il est clair que cet énoncé serait faux en général si l'on remplacait le mot 
polynôme normal par polynôme de WEIERSTRASS.) 

Supposons que le théorème précédent ne soit pas vrai et prenons une suite 


de nombres positifs décroissants et tendant vers zéro; soit 
ET En Enr Te 


cette suite. Le théorème énoncé n'étant pas vrai, nous pouvons prendre un point 
(Yn, Yn, 2n) dans le domaine D tel qu'à ce point ne corresponde aucun polynôme 


normal valable dans le domaine 
[aia en: ly—ynl € &n, I2— Zy | < En; 


é, étant un terme choisi dans la suite précédente. Supposons que lon prenne 
successivement » — r, 2,...+ o. On aura un ensemble infini dénombrable de 
points (zx,, Yn, Zn) appartenant tous au domaine D. Il existera un point limite 
de cet ensemble (a, b, c) qui appartiendra à D (puisque D comprend ses fron- 
tières). A ce point (a, b, c) correspond un polynôme de Weierstrass valable 


pour un petit domaine de rayon @ autour de ce point. Si l'on considère le 


à ) , : 7 À - 
domaine © du point (a, b, c) et un point quelconque (a', b', c) de ce domaine, 
2 
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il correspond à (a', b', c") un polynôme normal convenablement choisi, comme nous 

lavons vu plus haut, qui sera valable pour un domaine de rayon * autour de 
s 2 


(a', b, c). La contradiction avec ce qui précède est évidente. Le théorème 
énoncé est done vrai. 


98, y) 
g(x, y) 


dique les trois systèmes de périodes non exceptionnels étant sous la forme nor- 


9. Prenons maintenant une fonction méromorphe triplement pério- 


male (o0, 277), (v, tp), (wo, 2 9); g, (v, y) et g, (x, y) sont deux fonctions entières 
sans facteur commun. 
Nous allons étudier les zéros de l'équation 


d g. (x, y) 


u étant une valeur donnée arbitrairement; l'équation précédente s'écrira: 
(2) gi (x, y) — "g.(e, y) = o. 


Appelons C, un parallélogramme du plan de la variable x construit avec w et 
() pour côtés. 


Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de y en posant: 
y =§ + in; 
puis considérons le rectangle du plan de la variable y défini par: 


<E<b 


8 


(3) | 2 
: le<n<c+2” 
où a, b, c sont trois valeurs réelles arbitraires (a <b). Soit C, ce rectangle. 

Enfin, soit C, un contour fermé simple quelconque du plan de la variable 
4, par exemple un cercle pour fixer les idées. 

I] n’y a aucun système de valeurs de y et u pour lequel la difference 
g, (vx, y) — ug,(x, y) soit nulle identiquement quelle que soit x. Car si cette 
circonstance se présentait pour un système de valeurs (y,, «,), elle se présen- 
terait aussi, par suite de la triple périodicité, pour les systèmes de valeurs 
(y + mip+nip'+2pina, uw) m, n et p étant trois entiers quelconques. 

Mais les valeurs de mj --nj--2p; forment un ensemble qui admet, pour 
valeur limite, toute valeur réelle lorsque l'on suppose que ? et ?' ne sont pas 
tous deux commensurables avec ;r, ce qui est le cas. Done & étant un nombre 


réel queleonque on aurait: 
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gi(*. Yor ik) Es 
g,(v, y. tik) — ^ 


pour toutes les valeurs de x et les valeurs réelles de k. On aurait par suite 


di (©, y) = 
g.(v, y) 


0 


pour toutes les valeurs de x et y (voir à ce sujet notre Mémoire cité pages 32 et 
33). La fonction considérée serait donc une constante. 

Remarquons qu'il peut au contraire exister des systèmes de valeurs de x 
et u pour lesquels l'équation (2) soit satisfaite quelle que soit y. Si nous appe- 
lons (z',, w,) un tel système de valeurs, la méme circonstance se présentera pour 

0 0 D 
les systèmes de valeurs (2, + m«o 4- no, u,) ce qui montre que la différence 


gy (x, y) — WI (X, y) 


contiendrait en facteur une fonction © de la seule variable x, ce qui évidemment 
peut avoir lieu. Nous pouvons appliquer maintenant le théoréme du paragraphe 
précédent à la fonction des trois variables x, y, u 


gi(v, y) — ug,(®, y) 


dans le domaine (C,, C,, C,) (parallélogramme, rectangle, cercle) défini ci-dessus: 
il existe un nombre positif r tel qu'à tout point de ce domaine correspond un 
polynóme normal entier en x valable pour un domaine de rayon r autour du point 
considéré. 

Considérons maintenant pour les variables x, y, u un domaine 4 compre- 
nant: pour x tout le plan de cette variable (excepté x — o); pour y toute la 
bande parallèle à l'axe des 7 et définie par 


a<&<b 


(le point y— excepté); enfin pour u le méme cercle C, que précédemment. 
g. (v. y) 
g:(&, y) 
le théorème précédent s'applique à tout le domaine ./. En effet, soit (x,, y,, %,) 


Il résulte immédiatement de la triple périodicité de la fonction que 


un point quelconque du domaine ./; parmi les points (x,-- mo - no', y, + mig 4 
-nip'+2ipm), (m, n et p entiers quelconques) il y en a un qui appartient au 
domaine (C,, C,, Cy); ear m et » peuvent être choisis de façon que le point 
v,4- mo 4 no! appartienne au parallélogramme C, et ensuite on peut choisir p de 
facon que la partie imaginaire de y, +mip+nif +2pix appartienne à linter- 


valle c à c-- 2: des inégalités (3). Si nous posons alors 
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x,— cv, + mo 4 no, Y=Y + mipß+niß'+ 2ipn 





au point (2, y,, u,) du domaine (C,, C,, C,) correspond un polynôme normal 
valable pour un domaine de rayon r autour de z,, y,, u. En remplaçant dans 
ce polynôme x et y respectivement par @+mw+nwo et y+mip nip +2pix 
il deviendra un polynôme normal relatif au point (z,, y,, w,) et valable pour un 
domaine de rayon r autour de ce point: cela résulte de la triple périodicité de 


(x, y) N - 5A. ^ 
E m Le rayon 7 est, d'après ce qui précède, le méme pour tous les 
GA, y 


points de 4. 


2 2 "A - I 
Remarquons maintenant que si dans l'équation (1) on pose « — — et qu'on 
u 


renverse le rapport du premier membre, l'équation conserve la méme forme. Done, 
ce que nous avons dit précédemment pour une valeur finie s, de x, s'appliquera 


zs UE I 
encore iei pour 4 — c, en changeant comme d'habitude # — x, en — et en appe- 
u 


lant domaine de rayon r du point » celui qui est défini par l'inégalité 


| |S 
aL 


Ces conventions et remarques faites, on voit par un raisonnement bien 
simple, que l'on peut prendre pour C,, dans l'étude actuelle, tout le plan de la 
variable w sans méme en excepter le point # — o. 

En résumé: il existe un nombre positif r qui convient pour tous les points 
du domaine formé par: tout le plan. de la variable x (x — c excepté); toute la 
bande du plan de y définie par a € $ € b (y — v» excepté); tout le plan de la 
rariable 4, le point à l'infini compris. 

Il résulte de là la conséquence suivante: si dans l'équation (1) on considère 
x comme fonction des deux variables indépendantes y et u, jamais x ne devient 
infinie et cette fonction n'a d'autres singularités que des singularités de nature 
algébrique (sauf pour y=). En effet, (y,, u,) étant un système quelconque de 
valeurs de y et « du domaine défini ci-dessus recherchons si ce couple de valeurs 
peut être une singularité pour l'une quelconque des déterminations de x et de 
quelle nature peut être cette singularité. Appelons 0 le domaine de rayon r 
autour du point (y,, #,); prenons un système de valeurs quelconques (Y,, w;) 
dans le domaine 0 et désignons par z, l'une quelconque des déterminations de 
r pour y — ys, u—u,. Cette détermination est racine d'un polynôme normal 
Q(x) relatif au point (x,, y,. #,) et valable dans le domaine r de ce point; or 


le point (y,, #,) appartient au domaine r du point (y,, w.); done comme les 
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coefficients de Q(a) sont des fonctions régulières de y et u dans ce domaine et 
que le coefficient du terme du plus haut degré en v est l'unité. on voit qu'aucune 
racine de ce polynôme ne devient infinie pour y — y,, w= w,. Quant à la nature 
de la singularité possible pour y — y,, u=u,, elle est par ce qui précède, evi- 


dente. Comme pour la bande du plan des y 


a<&<b 


a et b sont arbitraires, on voit que la dernière conclusion que nous venons d'énon- 
cer est vraie pour toute valeur finie y, et nous pouvons dire que v ne devient 
jamais infinie pour aucune valeur de y finie et de u finie ou infinie; les diverses 
déterminations de x ne peuvent admettre de singularités essentielles que pour y infinie. 
(x, y) 
g:(x, y) 
comme cas particulier, se réduire à une fonction de v tout seul: c'est alors une 


Il est à peine besoin de faire remarquer que la fonction peut, 


fonction elliptique de a aux périodes w et w et la proposition précédente se 
réduit à la proposition classique que x est une fonction de w (intégrale abélienne 
de 1ère espèce) qui ne devient jamais infinie méme pour 4 — c et qui n'admet 
que des singularités algébriques. 


10. Si dans l'équation (r) nous donnons à v et y un systeme de valeurs 
non particulières x, et y, il en résultera pour w une valeur bien déterminée u,. 
Si l'on choisit alors pour y — y,, w — u, la détermination de x qui est égale à x, 
et si l'on suppose que y et w varient d'une facon continue à partir des valeurs y, 
et u, x variera d'aprés ce qui précède d'une facon continue quelle que soit la suite 
de valeurs attribuées à y et wu. Il pourra y avoir ambiguité sur la continuation 
de x, si y et « prennent quelque système de valeurs pour lequel il y a ramifi- 
cation, mais il est clair qu'on aura par continuité constamment au moins une 
valeur de x correspondant à n'importe quel systeme de valeurs de y et w (y finie). 
Done l'équation (r) admet en x au moins une racine, pour tout systéme de 
valeurs y — y,, u—u,. Le seul cas d'exception serait donc celui que notre 
92, y) 


serait une 
g. (v, y) 


raisonnement a écarté dés le début pour lequel la fonction 


constante. 


ll. Nous pouvons compléter notre dernier résultat de la façon suivante: 
étant donné un systeme de valeurs quelconques y — y, u — Uy, il existe un nombre 
entier positif q tel que si l’on construit dans le plan de la variable x un réseau 
de parallélogrammes de côtés gu, qu! l'équation (1) aura au moins une racine dans 
chacun des parallélogrammes du réseau. 

En effet, soit x — r, une racine de l'équation (1) pour y — y,, u — Uy. 


Prenons la bande 
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de telle sorte qu'elle contienne la valeur y, de l'énoncé et supposons que y décrive 
le segment rectiligne qui joint le point y, au point y, +2ix, u restant constant 
et égal à w,. Dans l'équation (1) v est alors fonction de y seulement, et si l'on 
suppose que x part de la valeur v, pour y= y,, on pourra suivre par continuité 
la valeur de + jusqu'à une valeur x, pour y= y, +2ix; il peut y avoir ambiguité 
dans cette continuation pour certaines valeurs de y qui sont des points de rami- 
fication pour la branche de fonction choisie; ces points d'ambiguité seront en 
nombre fini puisque chaque polynóme normal peut étre choisi de facon à étre 
valable pour un domaine de rayon 7 le méme pour tous les points du domaine 
considéré actuellement. En choisissant, pour chaque point d'ambiguité, arbi- 
trairement la détermination de continuation, la variable x décrira une ligne 
déterminée (1°) dans son plan, lorsque y parcourra le segment rectiligne y, à 
y: 2iz dans le sens positif. Comme x est une fonction continue, jamais infinie, 
de y, la ligne I" est tout entière dans une portion finie du plan de x Nous 
pouvons done prendre l'entier positif g assez grand pour que la ligne 7" soit tout 
entière à l'intérieur d'un parallélogramme Poo convenablement choisi de côtés 
qc, qo. (Notons que I^ peut se réduire à un point si x est constant lorsque y 
varie: cela n'infirme en rien nos raisonnements). Ceci posé, m et m désignant 
deux entiers quelconques positifs, negatifs ou nuls, on peut évidemment choisir 


l'entier p de facon que l'on ait: 


o €« mqii - nqB' +2pr < 20 
La valeur 


y, — y; + mgif t ngif! + 2pin 


sera alors un point du segment (y,, y, +2è7x); il lui correspondra done une valeur 
de x, x—z,, sur I, c'est-à-dire à l’intérieur de Poo. Mais alors le point 
Lm,n = Ty — MIO — nq, y —1),, U=U, par suite de la triple périodicité supposée, 
vérifie l'équation (1). Or xm,» est à l’intérieur du parallélogramme qui se déduit 
de P,,, par la translation (— mqw, — nquw!). Comme m et n sont arbitraires le 


théoréme énoncé se trouve démontré. 


12. Lorsqu'on donne dans l'équation (1) à y une valeur constante y,, æ se 
trouve définie comme une fonction de la seul variable w. Cette fonction a, d’après 
le paragraphe précédent une infinité de déterminations (qui peuvent toutes 
s'échanger entre elles) et chacune de ces déterminations est une fonction continue 
de uw, ne devenant jamais infinie, même pour w — et n'admettant, comme 


singularités que des ramifications algébriques. 
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Si l'on donne, au contraire, à w une valeur constante w, et que y varie, 
l'équation (r) définit v comme une fonction de y seul. Nous allons établir dans 
les paragraphes suivants quelques propriétés de cette fonction: nous ne parti- 
culariserons pas la question en supposant w,— o, léquation qui lie x à y étant 


alors: 


(4) gi (x, y) — 0, 


où g,(®, y) est une fonction entière dont les zéros admettent les trois systèmes 
de périodes (o, 22), (w, ?8), (w', 78’). 

Remarquons que nous pouvons supposer que dans l'équation (4) g,(x, y) 
est une fonction entiére quelconque dont les zéros admettent les trois systémes 
de périodes; ce que nous avons dit plus haut pour l'équation (2) s'appliquera 
(en supposant u — o) à l'équation (4) pourvu toutefois que g,(x, y) s’annule pour 
quelque systeme de valeurs (v,, y,) de x et de y. Car alors en partant du système 
de valeurs (x,, y,), comme plus haut du systeme de valeurs (+,, y,, «,) tous les 
mémes raisonnements seront applicables; en particulier le théoréme du para- 


graphe rr, en supposant wu, =o, sera vrai pour l'équation (4). 


Ceci posé, si nous considérons la multiplicité à deux dimensions réelles des 
zéros de l'équation (4), les points de cette multiplicité pour lesquels il peut y 
avoir ramification de x considérée comme fonction de y sont des points isolés 
dans la representation des variables x et y dans Vhyperespace à quatre dimen- 
sions. Par conséquent dans un domaine d'étendue finie de cet hyperespace il 
n'y aura qu'un nombre fini de tels points exceptionnels. Si nous reprenons 
maintenant la représentation de x et de y sur deux plans et que nous considérions 
à nouveau le domaine (C,, C,) (parallélogramme et rectangle de hauteur 27) 
envisagé plus haut, nous voyons que, dans ce domaine, il n'y a qu'un nombre 
fini N de systèmes de valeurs (x,, m) (m—r, 2,... N) pour x et y correspon- 
dant à des ramifications de x. 

Par chaeun des N points y, du rectangle C,, menons une paralléle D, à 
laxe des imaginaires. Nous divisons ainsi la bande 4 <£ «b en un nombre 
déterminé de bandes indéfinies analogues mais plus petites. Montrons qu'à 
l'intérieur de chaeune d'elles (frontières exclues) il n'y a aucun point y — y! pour 
lequel l'une queleonque des déterminations de x puisse admettre une ramification. 
En effet, soit «' l'une quelconque des déterminations de x pour y = y'; on pourra 
prendre les entiers m, n et p (comme plus haut) de telle sorte que le point 


(x',, y',) défini par 


a, =e +mut+no', y =y+mipt nip’ + 2ipz 


124 P. Cousin. 


appartienne au domaine (C,, C,). Mais si il y avait ramification pour x — 2’, 


y — y", il y aurait aussi ramification, par suite de la triple périodicité, pour x — x,', 
y—y',. Le point y, serait done l’un des N points y,; mais cela est impossible 
puisque y! n'est pas sur l'une des parallèles D,. 

D'autre part, le point y, correspondant à une ramification de la branche 
x —r,, le point y,-- m'ig --mif'--2pi;z (m' m et p étant trois entiers quel- 
conques) correspondra à une ramification pour la branche x = x, + m'e + nw’. 
Or on sait que # et 2’ n'étant pas tous deux commensurable avec x, la quantité 
m'B--ng--2ps pourra être aussi voisine que l'on voudra de toute quantité 
réelle donnée, pour un choix convenable des trois entiers. Done les points 
yn + mig -- m'ig' +2p'ix forment un ensemble admettant pour points limites tous 
les points de la droite D,. Donc si, comme cela est évident, pour chaque 
branche de la fonction x les valeurs de ramification pour y sont isolées, pour 
l'ensemble de toutes les déterminations de v ces valeurs admettent comme points 
limites tous les points des droites D,: nous appellerons ces droites les droites des 
ramifications. On voit par ce qui précède que tout le plan de la variable y se 
trouve subdivisé par les droites de ramifications en bandes paralléles à l'axe des 
imaginaires telles qu'à l'intérieur de chacune d'elles, chacune des déterminations 
de x est une fonction uniforme et réguliére de y. Cela se déduit de ce qui pré- 
cède par un raisonnement bien connu. En outre, entre deux parallèles quel- 
conques à l’axe des imaginaires $— a, §=b, il n’y a qu’un nombre limité de 
droites de ramifications. 


13. Pour établir certaines propriétés des zéros de g, (x, y) nous supposerons, 
ce qui ne restreint pas la généralité (voir Note I à la fin du Mémoire) que la 
fonction g,(x, y) satisfait aux identités suivantes: 


les yt 212) =9,(%, y) 
(etw, y+ip) = ev m»iv q (x; y) 


(5) 


gi (x +o’, y + ip) -— gh) Ac 4 mary di (ird y) 


dans lesquelles p(y) et (y) sont deux fonctions entières de la seule variable y, 
admettant l'une et l'autre la période 277, et satisfaisont en outre à l'identité 


(6) (y+ $8) — V(y) = ply t 38) — ly); 
en outre À est une constante dont la valeur est la suivante 


A 73 B+ m» B' + 23,2 zu 
= ) 


(7) 


€ 
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Mis, Moi, Ma» sont les entiers caractéristiques relatifs aux trois systèmes de 
périodes pris dans l'ordre (o, 277), (w, 72), (w', if). Prenons dans le plan de 
la variable y un segment rectiligne ayant pour origine un point arbitraire y, et 
pour extremité le point y, +27. Lorsque y parcourt ce segment de y, à y, +22 
les différentes déterminations de x dans l’équation (4) décrivent dans le plan 
représentatif de x certaines courbes. Choisissons dans ce plan un segment recti- 
ligne d'origine x, et d'extrémité x, + de telle sorte que x, et z,-- ne soient pas 
situés sur les courbes décrites par les différentes déterminations de x. 
Posons 


d 
F(x, y) = > Log g,(&, y) 
€ 0x 
et considérons l'intégrale, prise le long du segment rectiligne (x,, x, + c), 


203-0 


8 Bde To Lee) 
(8) se Ey) 


To 





dans laquelle nous donnons tout d’abord à y la valeur y, et nous prenons pour 
(ro +0, Yo) 
fi (Zo. Yo) j 
Nous supposerons ensuite que y varie en se déplaçant sur le segment recti- 


, . . . . 6 
le second membre la détermination qui convient pour Log gi 


ligne (y,, y, + 2èx) toujours dans le sens de y, vers y, +2ix. Remarquons que 
qi, y) et gift, +, y) ne s'annulent pas, d’après l'hypothèse faite, dans cette 
variation de y. Nous pouvons done définir une fonction X(y) uniforme sur le 
segment (y,, Y, +2) par l'égalité: 


g, (xy +0, y) 
(9) X (y) = Log 955 — 9» 9^, 
gin, Y) 
X(y,) ayant une valeur égale à celle de l'intégrale (8) pour y — y. 
L'intégrale précédente est fonction continue de y tant que l'une des valeurs 
. l y 
de x qui annulent g,(r, y) ne traverse pas le chemin d'intégration. Lorsqu'une 
telle valeur traverse le segment (x,,x,-+«) dans le sens direct [sens de la direction 


. 7t je A 
obtenue en faisant tourner de 4- = le segment (x,, c, 4- c)] l'intégrale augmente 


de 2i;r; elle diminue de 2i lorsque la traversée a lieu en sens inverse. Il en 
résulte que la détermination du second membre de (8) doit être augmentée ou 


diminuée de 2iz dans les mêmes conditions. La valeur de l'intégrale (8) pour 


y — y, t 2iz sera done égale a: 
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où n est la différence algébrique entre le nombre des racines de g,(v, y) qui ont 
traversé dans le sens direct et le nombre de celles qui ont traversé dans le sens 
indirect. 

Nous aurons d’après cela: 


Lo + © Lo + © 
» 


F(a, y +2in)de—|F(x, y) de = X(y,+2ix) +2nimw —X(y,). 


Mais d’apres Jes identites (5) 


F(a, y +217) =F (x, yo) 
et par suite 


(10) 2ninz = X (yo) — X (yo + 207). 


D’après la première des identités (5), g,(x, y) est fonction uniforme de x et de 
ev; lorsque y parcourt le segment (y,, y +2izx) la valeur de e" décrit dans le 
sens direct un cercle I’ de rayon égal au module de e# et la variation totale de 
l'argument de g,(x,4-c, y) est un multiple entier de 2x; ce multiple restera 
évidemment le méme si e" fait le tour de I” dans le sens direct en partant d'un 
autre point de I’ que précédemment. Cela revient à dire que si # désigne un 
nombre réel quelconque les variations totales des arguments de g,(x,-F c, y) et 
de g,(x,--c, y+ik) seront les mêmes lorsque y décrira le segment rectiligne 
(yo, Yo + 2%) dans le sens direct. La difference 


- [X (y, + 22) — X (y)] 


Lu ; x 9 
est d’après (9) la variation totale de l'argument de g, (to +0, y) lorsque y parcourt 


lan; y) 
le segment (y,, y, +2ix); elle est done aussi égale à la variation totale de l'ar- 


gument de 


g(t to, y t 2g) 
gi v». y) 
fraction qui est égale d’après (5) à ev) *m»:v, 
La variation de l'argument est done 2m, et d’après (10) on aura en 


tenant compte de ce que m» - hi» 


0/19; 
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Donc lentier caractéristique mi,» est égal à la différence algébrique entre le nombre 
des traversées par les racines de l'équation (4) du segment (x,, v,-- c) dans le sens 
direct et le nombre des traversées dans le sens indirect, lorsque y parcourt le segment 
(Yo. Yt 2?z) de y, à ys +21. 

D'une façon tout analogue, l'entier 75,53 a la méme signification relativement 
à un segment (x,, 2% + o). 


14. L'intégrale du premier membre de (8) nous servira encore à établir une 
propriété très importante des zéros de l’équation (x). 

Remarquons tout d’abord que la partie imaginaire de cette intégrale a un 
sens bien déterminé et une valeur finie pour chaque valeur de y appartenant au 
segment (y,, Y, +21) méme si une racine x de l'équation (4) est sur le segment 
(x,, % +). La partie imaginaire de l’intégrale (8) ne diffère que par des mul- 
tiples de x de la partie imaginaire de X(y) laquelle est continue sur tout le 
segment (y,, y,+2izx). Ces multiples de x proviennent des traversés du segment 
(z,, v, +w) par les racines de l'équation (4). Ce nombre de traversées étant 
évidemment fini lorsque y parcourt le segment (y,, y, +21zx) dans le sens de y, 
à y, +2ix, il en résulte que: a, et y, étant donnés, il existe un nombre positif B 
tel que la partie imaginaire de l'intégrale (8) a un module inférieur à B pour toute 
valeur de y appartenant au segment (y,, y, +2ix) et, par suite, pour toute 
valeur de y appartenant à la droite indéfinie qui joint les points y, et y,+21x 
puisque F(x, y) admet la période 2?;r relativement à la variable y. 

Ceci posé, prenons dans le plan de la variable x un parallélogramme P,,4 
construit sur les deux segments (r,, z,-- po) et (x,, «+ qo) p et q étant deux 
entiers positifs pour fixer les idées. Nous pouvons supposer, le point x, n'étant 


pas choisi de facon particulière, qu'aucune des racines de 
f(x, Yo) — 0. 


n'est située sur le périmètre de P, ,. 
Dans ces conditions, le nombre Ny, des zéros de g,(x, y,) intérieurs au 
parallélogramme P,,, est donné par: 


J 


2170 N y q =] F (v, y.) dx 


l'intégrale étant prise dans le sens direct tout le long du périmètre de P,,,. 
Posons: 


aod Qon 1) o0 
m Y 


S, 55 | PR) de, 


mel) 
« 


To + Mu 
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chacun des chemins 
périmètre de P,, et 
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od (m 1) o* 
mega 
S,= > | F(x, y)dt, 
m=0 
To+mM o 


zo+g 0 +(m+1) 6 
Sees INEM (ese, 
m=0 
Zo+q o'+mo 
To+p o 4- (m 4-1) o* 


Sues je. y.) da; 


c 
Tod pomo 


d'intégration est un segment rectiligne qui appartient au 
l'ensemble de ces chemins comprend tout le périmétre du 


parallélogramme, de telle sorte que l'on a: 


(11) 








2717 Nog = + (S,—S8S,+8,—S8,) 


le signe à prendre devant la parenthèse est celui du coefficient de i dans le 


t ©! 
rappor TIC 
PE () 


Les expressions de S,, S,, S, et S, peuvent être écrites sous la forme 


suivante: 


To+ 0 
a 


m=p—1 


Sj em | F(x+ mo, y,)dx, 


To 


zo+w' 
^ 


SIE [re^ mo, y,)dx, 
To 


Loto 
m=p— 


we 
S,—X | F (x 4- qo 4- mo, yjdx, 
m=0 


To 


Tod 0' 
m=q—1 f* 
Sah) iG + po + mo, yy) de. 
m=\) E 
To 


Des identités (5) on conclut immédiatement les suivantes, où m est un 


entier quelconque: 


F' (x -- mo, y) = F(x, y— mip), 


F' (x 4 mo, y) =miA + F(a, y — mif'). 
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A l’aide de ces formules on peut transformer les expressions précédentes de S,, 
S,, S,, S, en les suivantes: 


To + © 
m-p—1 : 
Si | Fe, Yo —mip)dx, 
71—0 
To 
Dota! 
UU usen) ee : 
Su. dde E MU eS [Fo y,— mig )dz, 
x 2 . 
= m=0 J 
To 
Loto 
E m=p—1l ;' 
S,=pqAio+ X | F(x, y, —gi' — mip)dx, 
m=0 
do 
Lota’ 
GG E) UE : : 
Sa 74 ) Aio' NX |F(x,y,— pis —mig!)dz. 
: 2 2 40 I I 
= m=0 
To 


Appelons pour abréger X,, X,, X;, X, les sommes d'intégrales qui figurent 
respectivement dans ces expressions de 5,, S,, S,, S, de telle sorte que 


ISTIS A CAVE IPM +3,, 8$, pqA1o-r2,, S, = CE) 
1 1» De pq & 


Aiw'+ X, 


et par suite de la formule (rr): 
21: Nog = + (—pqAiw+ 3,— 3,4 X,— X). 


Comme Aw est réel (formule 7), les parties réelles de ¥,, ¥,, N,, NY, se détruisent 
dans cette somme. D'autre part, en vertu de la remarque faite au début de ce 
paragraphe, les parties imaginaires de chacune des intégrales figurant dans les 
sommes £,, X,, X, et T, sont toutes inférieurs à un nombre positif fini B, qui 
dépend de x,, y,, mais pas du tout de p et g. Il résulte de là que les parties 
imaginaires de X, et Y, ont des modules inférieurs à pB et celles de N, et X, 


des modules inférieurs à qB, de telle sorte que l'on peut poser: 
241m Nog = + (—qpqAto- ia, + ia, + de, + de) 

les « étant quatre nombres réels tels que 

(12) l| «»B, le] «2B, lel] «»B, |«,| « qB. 


La rélation précédente peut encore s'écrire: 
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m nen, 
pq on 2x pq 
Comme 
je|<2, Is «2. le] Fy E 
pal 4 pud opo \Pat eg pal Pp 


on voit que si p et g augmentent tous deux indéfiniment on aura: 


m Nog = UT. y "a B + mMe,1 8! 2msszm | 
pq i * 


27t 2 7t 


. rs x Dg . (e DE 
le signe supérieur se rapporte au cas où le coefficient de 7 dans est positif. 


(e 


: n rea . r = Aw 
On peut exprimer le résultat précédent en disant que le nombre réel + — 


270 
est le nombre moyen de zeros de la fonction g,(v, y,) par parallélogramme con- 
struit sur les périodes w et w' et ce nombre moyen ne dépend pas de la valeur 
choisie pour y,: il ne dépend que des entiers caractéristiques et de 9, 9'. Ce 
nombre ne peut étre évidemment négatif; on en conclut done que la quantité 


, Aw . . ^ ot. 5 . . w! 
réelle —— est de signe contraire à la partie imaginaire de —. On peut se de- 
27 ( 
mander toutefois si ce nombre ne peut pas être nul. On voit que c'est impossible 
de la façon suivante. 


Nous avons montré que l'équation 
G1(X, Yo) = 0 


admet au moins un zéro dans chaque parallélogramme du réseau construit avec 
les côtés 9,0, 9,0 si q, est un entier positif convenablement choisi qui peut 
dépendre de y,; ceci a été établi (paragraphe rr) sous la seule hypothèse que 
g,(v, y) n'est pas une fonction ne s’annulant pour aucun système de valeurs de 
v et y et sous l'hypothése de la triple périodicité de ses zéros. Prenons 


p-q-— 584, 


s étant un entier positif. Dans le parallélogramme P,,, il y aura au moins s* 


zeros de g,(v, y,) et l'on aura: 


Ninian ur 
Dau ig, 
PW 


est au moins égale à 
pq 


Si s augmente indéfiniment, on voit que la limite de 
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I : yy: ; ; ; 
, et par suite différente de zéro. Par conséquent A ne peut pas être nul et 
1 

par suite les entiers qs, me, mss ne peuvent être tous nuls, si g,(v, y) n'est pas 


une fonction entiére qui ne s'annule pas, les trois systémes de périodes étant 


toujours supposés non exceptionnels. 


15. Si nous considérons une fonction f(x, y) méromorphe aux périodes 
(0, 277), (e, 13), (o, 79) on peut la mettre sous forme du quotient de deux fone- 
tions entières g,(x, y) et g,(v, y) n’admettant aucun facteur commun qui s'annule. 
Les entiers caractéristiques communs à g,(x, y) et g,(x, y) seront appelés les en- 
tiers caractéristiques de f(x, y); ils sont ainsi définis d'une façon unique, puis- 
que les entiers caractéristiques de g,(a, y) et g,(v, y) ne changent pas lorsqu'on 
multiplie ces fonctions par une fonction entière qui ne s'annule pas. Si mij,» 
Ms,3, mai sont les trois entiers communs à g,(x, y) et g,(x, y), l'expression mi,aj? 4 
moi + 2 Mas; ne peut pas être nulle si f(x, y) n'est pas une constante. Car 
si cette expression est nulle g,(x, y) ne peut pas s'annuler, par conséquent f (x, y) 
serait une fonction entiére avec trois systémes de périodes non exceptionnels, et 


par suite une constante. 


A (e 
, 


16. Pour mieux interpréter le résultat précédent relatif au signe de + 
2.5 


mettons en évidence les parties réelles et imaginaires de w et w!; soit 


. Ó (e . 4 à 
Le signe de i dans sera celui de Au' — u4', de telle sorte que nous aurons 
[t 
dans tous les cas: 
(Au'— 121) Ao < 0 
ou bien, en remplaçant A par sa valeur et remarquant que qm» — — mj»: 


(Au! — uA )(misf + 2 masas + mail) > o. 


Formons maintenant pour les trois systèmes de périodes (o, 2 iz), (w, tp), 


(w', i9) l'invariant / dont nous avons donné la définition au paragraphe 5 de 


lIntroduetion. Il vient: 
I —2 (Aw —uAM)(misp! + 2 me37 + map). 


La condition d’inégalité précédente s'écrit done 
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Nous avons signalé l'invariance du signe de J: il en résulte que si les trois 
systémes de périodes sont pris sous la forme la plus générale, au lieu de la forme 
normale, Vinégalité / 0 doit toujours être vérifiée. Il résultera de la suite de 
ce Mémoire que cette inégalité nécessaire est la seule condition pour l'existence 
d'une fonction méromorphe triplement périodique admettant trois systèmes de 
périodes non exceptionnels donnés arbitrairement avec des entiers caractéristi- 
ques donnés également. 

L'inégalité précédente que nous avons indiquée antérieurement (C. R. 3 Déc. 
1906) s'étend sans aucune difficulté nouvelle au cas des fonctions (m + 1) fois 
périodiques de » variables. Elle contient en elle-méme toutes les inégalités de 
RIEMANN relatives aux périodes des fonctions abéliennes. 

Bornons-nous ici, pour ne pas trop nous écarter de l'objet spécial de notre 
Mémoire, à signaler brièvement comment on rattache au résultat qui précède les 
inégalités de RIEMANN pour les fonctions abéliennes de deux variables. Si O(a, y) 
est une fonction © sous forme normale, avec les quatre systèmes de périodes 
(2iz, 0), (0, 24v), (a, b), (b, c) ses zéros admettent les trois systèmes de pério- 
des (2 iz, 0), (o0, 27), (ma + nb, mb + nc) m et n étant des entiers quelconques. 
En écrivant pour ces trois systèmes l'inégalité 7 > o on obtient une forme qua- 
dratique en m et » qui doit être définie et positive: c'est la condition classique. 
Le méme procédé s'applique à n variables. On peut done dire que l'inégalité 
I0 contient, en elle-même toutes les inégalités de RrEMANN: Ces inégalités 
se trouvent ainsi rattachées à la distribution des zéros de la fonction entiére 


gi (x, Yo). 


1%. Nous continuerons l'étude des zéros de léquation 
g, (5 y) — 0 


en considérant les différentes déterminations de x pour les valeurs de y appar- 
tenant à une bande B du plan de y comprise entre deux des droites de rami- 
fications définies plus haut et ne contenant à son intérieur (frontiéres exclues) 
aucune droite de ramifications. 


Soit alors 
(13) z—fy) 


Pune des determinations de x; /,(y) sera done, comme nous l'avons vu, une 
fonction uniforme et régulière à l'intérieur de B. 


Nous aurons une infinité d'autres déterminations de a par la formule 


(14) x + mo + no —f,(y + mi + ni! + 2sin) 
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où m, net s sont trois entiers quelconques positifs ou négatifs ou nuls; car si 
(a^, y) est un zéro de g,(x. y) vérifiant l'équation 


a= f, (y') 





on aura un autre zéro en posant = x! — mu— no), y — y — mip —nip'— 2 sin 
et (x, y) seront liés par la relation (r4) et inversement. 

Nous allons montrer que toutes les déterminations (14) ne sont pas distinc- 
tes entre elles, c’est-à-dire que f,(y) satisfait à une identité de la forme 





I y + m, ig + mig +2six)—mMmo—n w = 
5 1\Y dl 17] 1 i 1 


— f,(y + m,iß + n, iB + 28,10) — mao — nao 
où (m,, n, 8), (m, m, 8) sont six entiers dont les trois derniers ne sont pas 
respectivement égaux aux trois premiers. 

Supposons qu'une telle identité n'existe pas. Deux quelconques, détermi- 
nées, des valeurs de x fournies par (14) ne seront égales que pour des valeurs 
isolées de y; on peut done toujours attribuer à y une valeur y, du domaine B 
n'appartenant pas à l'ensemble dénombrable des valeurs de y pour lesquelles 
deux des déterminations de x deviennent égales. 

Soient A, et A, les points du plan de la variable y correspondants respec- 
tivement aux valeurs y, et y, + 2 iz, u désignant un entier positif choisi arbi- 
trairement. La longueur du segment rectiligne A, 4, est égale à 2 ur. Parmi 





toutes les valeurs y,— mi — nig'—2 sia ne prenons que celles qui correspon- 
dent à des points du segment 4,4,; pour chaque système de valeurs attribuées à 
m et n, il y aura ainsi « valeurs de s acceptables et « points correspondants sur 4,4. 
(en supposant, pour plus de précision que À, fait partie du segment mais pas 
A,). Sur le segment 4,4,, f,(y) a un module inférieur à une quantité fixe po- 
sitive R. Les valeurs de x correspondant aux valeurs considérées pour y, sont 


de la forme: 


(16) c mo + no! F Cm, n,s 


avec 
lo sl hr 


Pour chaque couple de valeurs arbitraires de m et de m, il y a « valeurs de cj, o, 
distinctes entre elles, puisque les valeurs de x le sont, et auxquelles correspon- 
dent, dans le plan de x, « points intérieurs au cercle de rayon R et de centre 
mw + nol. Considérons à nouveau le parallélogramme P,,, construit sur les seg- 


T 


ments (cy 2, + pw) et (2, % + qw); Na désignera encore le nombre des zéros 
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\ 


de g,(v, y,) intérieurs à ce parallelogramme. Prenons un second parallélogramme 
P' concentrique au précédent et de côtés (p— r)» et (q — v)o/; p et q sont sup- 
posés trés-grands et positifs, et l'entier positif » est supposé choisi assez grand 
pour que tout cercle de rayon À et ayant son centre à l'intérieur de P', soit tout 
entier contenu dans P,, La valeur de » ainsi choisie sera indépendante de 
p et q. 

Le parallélogramme P' contient (p— »)(g — rv) des points mo + no'. Le 
cercle de rayon R et de centre mw + nw! contenant u des points (16), on voit 
que P,4 contiendra au moins u(p— v)(q —v) des points mw + no! + Gnn,s; 


comme ces points sont tous des zéros de g,(x, y,) on voit que 


Nya 2 u(p—») (q—») 
ou bien: 
Noa, 


joie 
ON) 
Pq q p 


Si p et gq augmentent indéfiniment, » restant fixe, on aura 


= 
Ny 


29 


lim 


ZU 
h 


Or cela est impossible puisque « est un entier positif arbitraire et que "7 


a une limite déterminée. 


Il y a donc nécessairement une identité de la forme (15). 


IS. Recherchons maintenant tous les systèmes de valeurs des entiers m,, 
Ni, $, Mz, N,, & pour lesquels a lieu l'identité (15). 


Posons pour cela 


(17) m,—m,-—m, n,—m,-—m, 8,— 8) = 


Il 
A 





et remplacons dans (15) y par y—m,if —n,ip' — 2 s,iz. 


Il viendra: 
(18) Liytmip + nid +2sin)=fi(y) + mo + n'w!. 


! 


Soient m’, w,, s', les quotients de m', n', s' par leur plus grand commun diviseur 


)ositif et posons: 
| 
(19) j — m',B + m8 +280 et 2=m,o+n,w. 


La relation (18) pourra allors s'écrire comme suit: 
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(20) fi(y + idy) = fi(y) + 49 


d étant le plus grand commun diviseur de m', n', s'. 
Si y était nul, 2 le serait nécessairement aussi d’après la dernière identité; 
I 
. (e . . B . ° 
mais comme — est imaginaire on aurait m, =o et m, =o; et ensuite de y=o, 


(0) 





'_9 ce qui est contraire à 


on conclurait s',— o. On aurait done m'—mn' —s 
l'hypothèse que m,, »,, s, ne sont pas respectivement égaux tous trois à m,, 24, 8,. 


7 étant donc différent de zéro, la différence 


qui admet la période idy et qui est régulière dans la bande B, sera dévelop- 
pable à l’intérieur de cette bande en une série d’exponentielles et nous pouvons 


poser: 
oO Turn Int, 
22 " 
U) = l > dy ~ 
(21) IR (y) i" UE Dane "d 
qn -—-— 


Or on voit bien facilement, en considérant la dérivé de f,(y) qu'il my a 
pour la fonetion f,(y) qu'un seul développement de la forme (21). Or comme 


qm c) + no Q 


m'B -4- mn p--2asn y 


; 
si m", n', s" est un autre système d'entiers pour lequel l'identité (18) est satis- 


faite, on aura: 
m'o + n" ol Q 


En remplaçant © et y par leurs valeurs (r9), il vient, toutes réductions faites: 


ci [(m" n', — m',n") B' + 2 zc (m" s', — m^,s")] + 


n 


tw! [(n" m’, — n'm")g + 2 c (n's', —n',8")] — o. 


= (vo . . . E ^ . 
Comme est imaginaire, cette condition entraîne les deux suivantes 


[22 
(m'n!,—m'in")p! + 2 zc(m's', —m',s") = o 
(nm, — n',m")B + 2 zc (n'' s', — n', 8") — o. 
L'un au moins des deux nombres 9 ou 9' est incommensurable avec w. Si 
Í { 


c'est 9, la deuxième relation donne 
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n'm,-—mn,ym'-—o, m'g,—m,s" = o, 
et ensuite la première donne: 


m" s', — m, s" =o. 


Comme m, n. s, sont premiers entre eux, on conclut des trois dernières 


relations: 
MOMIE XO RSEN SUE) Ss 
où Ó est un entier positif ou négatif. 
La relation 
I 


(22) fly + mip + m" + 2 s"in)= f(y) + m'o + n'o 


s'écrit alors 








(23) f(y + 107) — fi(y) + 99 


et il s’agit de trouver tous les entiers Ó pour lesquels cette relation a lieu. 
Soit, pour cela, d, le plus petit entier positif non nul pour lequel on a 


(24) h(y id, y) — f, (y) - d, 

Un tel entier existe puisque l'on a la relation (20) où d n'est pas nul. Posons 
(25) Ó — od, + 6, 
où o est un entier positif ou négatif ou nul convenablement choisi et o un entier 
positif ou nul inférieur à d,. De (24) on conclut 


fi (y 3 tod, y) = (y) ar od, Q. 


Changeons dans cette identité y en y --ioy; elle devient en tenant compte 


de (25) í 
d f(y + toy) =f. (y + toy) + od, 2 


et d’après (23) et (25): 
h(y + toy) =f, (y) + 09. 


Comme o est positif ou nul, inférieur à d, qui est le plus petit entier non 


nul vérifiant (24), on a nécessairement: 
0 —= 0 
et d’après (25) et les relations m/ — öm',, n= dn',, s" =ds', il vient: 


nllo dms ee mi o dT SINE ist 
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Réciproquement, si o est un entier quelconque dans ces dernières formules, 


Il 


les valeurs précédentes de m", n", s" conviennent bien à l'identité (22); cela ré- 


sulte immédiatement de (24). Posons: 
y, — dy — d,(m,B- m, + 2 sz), 
Q, — d, Q — d, (mov + n',w!). 
La relation (24) devient 
fin) hy) + 9,. 


hy) hy) — 9,. 


On en déduit: 





Nous pouvons d'aprés cela supposer que le nombre réel 7, est positif, sans 
quoi on le changerait en — 7, en méme temps que 2, en — 44. Les quantités 
iy, et 2, sont ainsi définies par ce qui précède d'une facon unique. Nous les 
appellerons les augments conjugués relatifs à f,(y) et nous poserons: 


Qj, — u,o + vo, 
(26) 
y, ug 9g 4295-0; 
u,, v, et 6, sont des entiers définis par là d'une façon unique. Revenant main- 
tenant à l'identité (15) et aux formules (17) et (18) nous voyons que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que l'identité (15) soit satisfaite sont données par 
les relations: 
M, — m, = Qu, 
(27) n, —N, — Qn, 
(7 
$,— $8$,— 0 0j, 
où o' est un entier quelconque positif ou négatif. 
Ces propriétés établies. on voit par un raisonnement trés simple que l'on 
obtient toutes les déterminations distinctes fournies pour x par la formule (r4) 
et chacune une seule fois, en prenant pour m, n et s toutes les valeurs entières 


positives, négatives, ou nulles pour lesquelles les inégalités 


(28) oX€mf -- n! -2sm«y 


sont satisfaites. 

Plus généralement si M est un entier positif quelconque on aura chaque 
détermination distinete répétée M fois, en donnant à m, n et s toutes les valeurs 
pour lesquelles 


o€m -- nf' --2sz « Mj. 
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19. L'ensemble des déterminations distinctes de a dans la formule (14) 
constitue un ensemble de déterminations telles que l'on passe de l'une à l'autre 
en ajoutant à x et à y des multiples conjugués des trois systèmes de périodes, 
et inversement, si l'on ajoute à x et à y des multiples conjugués des périodes, 
on passe d'une des déterminations à une autre oü à la méme détermination. 
Nous entendons par là que si dans l'équation qui définit l'une des déterminations 
de x pour y intérieur à B, on ajoute à x et y des multiples conjugués des pério- 
des on a une équation définissant encore une des déterminations de x. Choisissons, 
par exemple, la plus simple des déterminations de x dans les notations précé- 
dentes: 





w= f. (y). 


Nous dirons que «=f,(y) est une branche principale, relative à la bande 
B, de la fonction a définie par 


gi (t, y) — o. 


(2,, iy,) seront appelés les augments conjugués relatifs à cette branche principale. 
Les autres déterminations de la formule (14) ne sont pas considérées comme des 
branches principales distinctes de la précédente, parce qu'elles n'en différent que 
par des multiples conjugués des périodes. "Toutes les valeurs distinctes de x four- 
nies par la formule (r4) seront appelées les zéros de g,(v, y) — o relatifs ou se 
rapportant à la branche principale x — f, (y). 

Remarquons que tout ce qui précède s'applique méme au cas où f, (y) serait 
une constante, cas qui peut se présenter. La relation f,(y + ij,)— f(y) + 2, 
montre qu'alors 2, est nécessairement nul, c'est-à-dire que u, — v, = 0; ensuite 
j,— 20,7 doit être le plus petit multiple positif non nul de 2x pour lequel a 
lieu l'identité précédente: done e, — 1; les deux augments conjugués sont done ici 
(o0, 2 71). 

Il peut arriver que tous les zéros de g,(x, y) qui se rapportent à la branche 
principale x —f,(y) soient tous des zéros doubles ou triples, etc.... et cela pour 
une valeur quelconque de y du domaine B. Nous dirons que la branche princi- 
pale x — f,(y) a un degré de multiplicité égal à deux, trois ete.... 

Si la fonction entière g,(x, y) admet des zéros qui ne se rapportent pas à 
la branehe principale précédente, (y restant toujours dans le domaine 5) nous 
mettrons 1 évidence une seconde branche principale x — f,(y) avec des augments 


conjugués (13, iy,) donnés par les formules 


I 
Q, — t,0 + 7,0, 
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On aura ainsi une suite de branches principales 
fly), RW). hy)... 


Nous allons montrer que leur nombre est nécessairement fini. Dans tout 
ce qui va suivre nous supposons toujours, lorsque nous parlerons de l'ensemble 
des branches principales que chacune d'elles est comptée un nombre de fois égal 
à son degré de multiplicité et que dans la suite 


HU) fou fau) 


chacune d'elles est écrite ce nombre de fois. 
Ceci posé y, étant une valeur quelconque de la bande B posons: 


co — f,(Yo)» k x 1,2, 3» Ve 


Soit IT un parallélogramme du plan de x construit sur des côtés w et w 


et soit 
zi = x + m,o 4 no! 


l'homologue de x dans II. Posons 


yy = Yo + my + nif! + 2 spin 
Yo { Í 


en choisissant l'entier s; de facon que y; appartienne au segment (y,, y, + 2 iz). 
Dès lors (x, y,) sera un zéro de g,(x, y) se rapportant à la branche principale 
fly), xD, y, appartenant respectivement au parallelogramme II et au segment 
(Yo, Yo + 2 im). 

Si les branches principales étaient en nombre infini, les points y; que nous 
venons de définir sur le segment (wy, y, + 27) auraient un point limite y —b 
appartenant à ce segment. Or pour un domaine choisi assez petit autour du 
point 5b, g,(x, y) n'a qu'un nombre fini de zéros appartenant au parallélogramme 
IT et se rapportant à des branches principales déterminées en nombre fini. Or 
cela est manifestement en contradiction avec ce qui précède. Par conséquent, 
dl ny a qu'un nombre limité de branches principales relatives à la bande B cha- 
cune des branches étant comptée par son degré de multiplicité. Chacune des 
fonctions f;(y), peut être développée sous la forme (21) pour tout l’intérieur de 


la bande B, et l'on voit que toutes les déterminations de + dans l'équation 
g,(v, y) — 0 


où y appartient à la bande B se déduisent d'un nombre limité de développements 


de cette forme. 
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20. Il résulte de ce qui précède que la fonction entière g,(x, y) dont les 
zeros admettent les trois systèmes de périodes (o, 2 ir), (w, ip), (w', 73') ne peut 
pas être le produit d'un nombre infini de fonctions entières ayant la méme pro- 
priété et dont chacune s'annule pour quelque système de valeurs de x et y. 
Car la branche principale x = f;(y) doit appartenir à l'un des facteurs du produit 
et, par suite de la triple périodicité des zéros de ce facteur, toutes les détermina- 
tions de x relatives à cette branche f;(y) appartiennent au méme facteur. ll 
résulte done de là que le produit contient au plus un nombre de facteurs égal 
au nombre des branches principales dans la bande 5, chacune étant comptée 
avec son degré de multiplicité. 

Supposons que g,(x, y) puisse être mise sous forme d'un produit de plusieurs 
facteurs de cette nature. Si l'un des facteurs est lui-même décomposable de la 
méme facon, remplacons le par ses facteurs. Aprés un nombre limité d'opéra- 
tions de cette sorte g,(x, y) se trouvera mise sous forme d'un produit d'un nombre 
fini de fonctions entières dont les zéros admettent les trois systèmes de périodes, 
dont chacune s'annule pour quelque système de valeurs de x et de y, et dont 
aucune n'est décomposable en un produit de plusieurs facteurs de méme nature. 
Nous arrivons ainsi à la notion de facteur irréductible ou premier, relativement aux trois 
systèmes de périodes (0, 277), (o, ig), (w', i9). Remarquons qu’il est essentiel de 
spécifier les trois systèmes de périodes; car un facteur irréductible relativement 
à (o,2izx), (w, tp), (w', tp') peut se trouver être réductible relativement à (o, 2 77), 
(20, 278), (c, 78"). 

Si Pon ne considére pas comme distincts deux facteurs dont le quotient est 
une fonction entière qui ne s'annule pas, on voit facilement que g,(x, y) n'est 
déeomposable que d'une seule facon en ses facteurs irréductibles relativement à 
(0,227), (w, 29), (w', if). Al suffit de remarquer que si les zéros de deux fonc- 
tions entiéres admettent les trois systémes de périodes, les zéros communs à ces 
deux fonctions admettent les mêmes périodes et par suite le plus grand commun 
diviseur des deux fonctions entières est une fonction entière ayant la même pro- 
priété. Deux facteurs irréductibles relativement aux trois systèmes de périodes 


précédents, sont done ou bien identiques, ou bien sans facteur commun s'annulant. 


31. Revenons aux augments conjugués (2,, 7y,). On peut donner une 

interprétation des entiers u, et », qui figurent dans les expressions de 2, et y.. 

Supposons tout le plan de la variable x subdivisé en un réseau de parallélo- 

^c 1 | At AG ! Ib? Ve r Ats lési ^ ar -] lési ^ 1 ar 

grammes de côtés w, w. L'un d'eux étant designe par 1150 nous designerons par 

ha celui qui se déduit de 1150 par la translation (po, gw') p et q étant des 
entiers positifs ou négatifs ou nuls. 


Prenons une valeur quelconque y, dans la bande B et posons 


Sur les fonctions triplement périodiques de deux variables. 141 
To — f1(Yo)- 


Si y décrit le segment rectiligne (y,. y, + ?7,) dans le sens positif c'est-à-dire de 





y, vers y, + i7, le point x — f,(y) décrira dans son plan une ligne déterminée I’, 
partant du point x, et aboutissant au point x, + 4, c’est-à-dire au point a + 
i40 + rw. Le sens dans lequel se déplace x dans ce mouvement sur I’ sera le 


sens positif sur 1. Dans ce qui suit lorsque nous parlerons d'un déplacement 
de y, il s'agira toujours, sans qu'il soit besoin de le répéter, d'un déplacement 
dans le sens positif, sur la droite indéfinie joignant y, à y, + 77. 

Si nous supposons, pour fixer les idées, que le point x, appartient au paral- 
lélogramme 115,0, le point x, + 2, appartiendra au parallélogramme II, 

Nous désignerons par a, celui des sommets du parallelogramme Jloo qui est 
tel que a, + et a, + w' sont deux autres sommets de 116,0. 

Supposons que y parcourant le segment (yo, y, + ?7,) le point x = fi (y) vienne 
à passer d'un parall£logramme 11,4 à un parallélogramme IT), q+1 et soit (,, yi) 
le couple de valeurs de (x, y) pour lequel a lieu ce passage; de telle sorte que 
le point x, est situé sur le segment rectiligne [a, + po + (qi + 1) «/', a + (pP, +1)w+ 
(q, + 1)w'] et l'on a 


(29) S = f, (y). 


Nous aurons un autre zéro (x, y.) de g,(v, y) relatif à la branche principale 


f, (y) en posant 


I 
x = — p,w—(q, + 1)w 





(30) 
y. Vis Pi ip PS (qi + rs — 21 va 


r, étant un entier choisi de facon que y, soit situé sur le segment (y,, Yo +2 tx) 
(l'extrémité y, comprise, l'autre exclue). 7, est ainsi défini de façon unique. 
Le point z', sera situé sur le segment (a), a, +) et lorsque y traverse la 


valeur y,, il y a un zéro de g,(x, y), relatif à la branche principale f,(y), qui 
1 . & w! . . . 
traverse en x, le segment (a, a, +) dans le sens direct si a sa partie imagi- 
(42) 
naire positive. 
Soit (rx, y,) un autre couple de valeurs correspondant à un passage de x 


sur I‘, d'un parallélogramme /1,,;,, au parallélogramme //j,;5,41; on aura 


(31) Ta = f (ya) 


et nous poserons, comme plus haut, 
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x, = 3, — p4c —(q, + 1)w! 
Y's = Yo — Pot B — (q, + 1)? B —2rin 


y, appartenant au segment (y,, y, + 27%) et x, au segment (a), a, +). Pour 
y —y, il y a un zéro de g,(x, y) relatif à la branche principale «= f,(y) qui 
traverse (a,, a, + c) dans le sens direct au point z',. En général y, et y', sont 
distinctes. Si elles sont égales et que z', et x’, ne le soient pas, pour la valeur 
y—y,-y., il y a deux zéros de g,(v, y) qui traversent le segment (a), a, + c) 
respectivement aux points x’, et z',. Supposons que, plus particulièrement y, —y'; 


et x, —z,. De (29) (30), (31) et (32) on conclut immédiatement en tenant 





compte de ce que 2', — x', et y,—y', les relations suivantes: 


z' + po t (g, +1)0' =f, ly, + p?B + (qu + 1)? B + 27,12] 





(33) a! + po + (gq, + 1) o' —f [y + p? B + (q + 1)? B + 2r, zm] 





Yi — Yo = (ni P)t B + (qi q;)ip +2(r —7r)ix. 


Comme les valeurs y, et y, sont distinctes et appartiennent toutes deux au seg- 
ment (y, Y +171) la différence précédente est différente de zéro et de module 
inférieur à y,; il en résulte, d’après ce que l'on a vu plus haut (paragraphe 18) 
que les deux déterminations de v fournies par 


zd po -(g, + 1)o = fly + p? B + (q + 1)? 8" + 27,3] 
a+ po + (q,  1)o' — fly + pis + (g; + 1)? 8 + 27,07] 


sont distinctes; elles deviennent égales toutes deux à a’, pour y — y', d'après les 
formules (33). Donc lorsque y traverse la valeur y, il y a deux zéros de g, (v, y) 
qui viennent traverser le segment (a,, à, + w) au méme point +. 

On raisonnerait exactement de la méme facon si un plus grand nombre de 
couples de valeurs analogues à (x',, y',) venaient se confondre avec (x',, y); si 
À est ce nombre, il y aurait pour y — y',, 4 zéros de g, (x, y) relatifs à la branche 
principale y — f,(x) qui traverseraient au méme point z', le segment (a;, a, + c). 

Inversement, désignons maintenant par y', un point du segment (y,, y, +2 tx) 
pour lequel un zéro de g,(x, y) relatif à la branche principale x — f,(y) traverse 


dans le sens direct le segment (a, «, +) en un point «',. Soit 
(34) € + mo + no! = f,(y + mip + nip! + 2siz) 
la détermination de x à laquelle appartient le zéro (c, y';), on aura ainsi: 


x', 4 mo mno! =f, (y's + mi + nip! + 2 siz). 


Sur les fonctions triplement périodiques de deux variables. 143 


Posons: 
aix, + mo + nu! 


y=y, À miß+niß +281. 
Il viendra 
N £, — f. (Ys)- 
Soit 
m ante 
ys — Ys + tty, 


où ¢ est un entier choisi de facon que y, appartienne au segment (Y,, Y + $44). 


On aura 
US jh (Ys) 


et il est clair que lorsque y traverse la valeur y, x sur la courbe 7° passe par 


le point x, du parallélogramme J/,,,,, au parallélogramme ITp,,q,41, en posant 
Q,— m-- tu, dqg—m-iv,— 1. 


Si le zéro (x, y',) appartient non seulement à la détermination (34) mais 
aussi à une détermination distincte, se rapportant toujours à la branche /,(y): 
(35) at+mot+no'=f,(yt mis + nip't+2s'in) 
on aurait un autre système de valeurs correspondantes, pour x, et ¥3; écrivons 
ces nouvelles valeurs que nous désignerons par a, j(?: 

a — x', + mo -+n'w! + t2, 


y — y, +mip+nip +2s'ix + tip. 


(36) y — y, = (m' — m)38 + (n' —n)i B' + 2(s'— s)?m + (t! — t)25,. 


On peut supposer (paragraphe r8) dans (34) et (35) que m, m, s, m!, n', s 


vérifient les inégalités: 


Dés lors, si l'on avait 
De 
Ys) = Ys 
d’après (36) on aurait nécessairement //— /, car deux quantités réelles compri- 
ses entre o et y, ne peuvent pas avoir une différence égale à un multiple entier 
non nul de y,. Ensuite on aurait: 


qu f Qm) : fn) vy. 
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La différence a) — x, = (m' — m)co + (n'—n)w' =o montre que m -—m', 
n—n'; enfin (36) donnerait «s — s. Donc les deux determinations (34) et (35) ne 
seraient pas distinctes contrairement à l'hypothèse. Par suite y ne peut être 
égale à y,. D'une façon plus générale, si (x';, y',) appartient à un nombre 2’ de 
déterminations distinctes de a de la forme (34), il y aura 4' valeurs distinctes 
correspondantes %,, y@....y%’—). 

Il résulte de ce qui précède, que si nous désignons par 7, le nombre des 
valeurs de z, fournies par toutes les déterminations distinctes de la forme (34) 
qui traversent le segment (a,, a, + w) dans le sens direct lorsque y parcourt tout 
le segment (y, y,-4-2iz) dans le sens direct; et si d'autre part r, désigne le 
nombre de fois que x — f(y) passe d'un parallelogramme P,,, au parallélogramme 
Py,q4i lorsque y parcourt le segment (y,, y, + 77,) dans le sens direct, on aura 


nécessairement 


Car, d'aprés ce qui vient d'étre établi, à chaque passage du premier mode 
correspond un passage du second mode, et inversement. 

Par le méme raisonnement, si l'on désigne par 7', le nombre des traversées 
de (a,, a, + o) dans le sens indirect et par z', le nombre des passages de x—f(y) 
d'un parallélogramme P,,, au parallélogramme P;,, ;, on aura: 


Mais le point r— (y) partant de x, pour aboutir au point #, + u,o + vw, 


on aura: 


et par suite 
T,— 1, — 95 


v, est donc la difference algébrique entre le nombre des traversées directes et le 
nombre des traversées indirectes du segment (a,, a, + w) par toutes les détermina- 
tions distinctes de x, relatives à la branche principale x — f, (y). 
! 

Si le rapport = avait sa partie imaginaire négative, dans l'énoncé précédent 
il faudrait changer », en — »,. 

Enfin, on a évidemment un énoncé analogue au précédent, en y changeant 
», en —u,, et (a), & + v) en (a, a + w'). 

Considérons maintenant toutes les branches principales relatives à la bande 
B et soit T le nombre de ces branches chacune d'elles étant répétée un nombre de 
fois égal à son degré de multiplisité. Soit fr(y), (k — 1, 2,... T) Pune quelconque 


d’entre elles et soient: 
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2 — 1:0 + vp! 
(37) 
yk — ux B + vxB. + 20x12: > 0 
ses augments conjugués. 
Si l'on considère toutes les déterminations de v correspondant à toutes les 
branches principales, elles correspondent d'une facon univoque aux détermina- 
tions de x dans l'équation 


gi (x, y) =10 
en ayant égard aux degrés de multiplicité. 
Done Ja différence entre le nombre des zéros: de g,(x, y) qui traversent 


(a, à, + w) dans le sens direct et le nombre de ceux qui le traversent dans le 
sens indirect est donné par la somme 


En rapprochant ce résultat de celui du paragraphe 13, nous aurons: 


k=T 
T. 9 = + D: Vi 
k=1 
k=T 
m = + NT 
k=1 


. . \ . W D . : . D 
Les signes supérieurs sont à prendre si a sa partie imaginaire positive; 
(e 


les signes inférieurs, dans le cas contraire. 

Remarquons que le cas où l'une des fonctions f;(y) est une constante ne 
fait pas exception; car on a alors, comme nous l'avons vu, i; — 1; = o et d'autre 
part les valeurs correspondantes des x étant constantes, aucune ne traverse 
(a,, a, + v). Les formules précédentes peuvent être complétées par une troisième 
formule analogue relative aux ox. Pour l'obtenir, comme j et $' ne sont pas 


nuls tous deux, supposons 9 = o et effectuons le changement de variables 


Les trois systèmes de périodes (o, 2 ir), (w, 73), (w', i9") deviendront respec- 


tivement pour les variables X et Y: (w,, 29,), (o, 2 éz), (w',, i9',) en posant: 
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I ! 
2700 rag Tt, RTS) 
(Oy xD Lg Mein. Uu cU ea Phe UE 
[g P i i 


Nous pouvons supposer que j est positif, sans restreindre la généralité des 


! 

. OO . . (e . D x 
raisonnements. La partie imaginaire de + est alors de signe contraire à celle de 
[Op 

cl 
—- Les augments conjugués relatifs a f;(y) seront évidemment pour les nouvel- 
(4) 


les variables 
9:0, + vxo, et i(ox, + vx, + 2 uxz); 


cette dernière parenthèse est positive puisqu'elle est égale a 


2 TC < m 2 T 
E (ur is Vk 270 Uk) = yn 

E p 

Si G,(X, Y) est ce que devient g,(v, y) par le changement de variables, ses 
entiers caractéristiques M», Mozs, Mar relatifs aux trois systèmes de périodes 


pris dans l'ordre (o, 2 iz), (w,, 73,), (w',, tf';) seront les suivants: 
! I I 
711,9 = Mon, Mas — Mı3, 7h31 — Ta». 


En appliquant à G,(X, Y) Jes formules précédentes, on obtient: 


k=T 
+ > 9j = M'1,3 = mos 
k=l 
I 
le signe supérieur se rapportant au cas où la partie imaginaire de = est nega- 
1 
I 


. . . 4 . . (e OAD 
tive et par suite la partie imaginaire de — positive. 
(vo 
Cette derniére formule, jointe aux deux précédentes fournit le tableau suivant: 


Mo,3 = + 20% * 
(38) M31 = + tur 
Mu,2 = + Xy 


les trois sommations s'étendent à k—1, 2, ... T' et les signes supérieurs corres- 
\ . . . . w! OO 
pondent au cas où la partie imaginaire de — est positive. De ces formules on 
(e 


tire immédiatement les suivantes: 
Er: Z0. = m4.» ' F M3,1 w 


xoXyyQ—myop + 2 Most + mai. 
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Donc: quelle que soit la bande B que l’on considère dans le plan de la 
variable y, les sommes des augments relatifs à toutes les branches principales 
restent les mêmes. Remarquons qu'au contraire le nombre 7 peut changer lors- 


qu'on change la bande choisie B. 


33. Considérons les déterminations distinctes de x relatives à la branche 
principale f;(y) qui sont toutes données, et chacune une seule fois, par Ja formule 


(39) x + mo + no! = fr(y + mig + mi! + 2 six) 


où l’on suppose 
o<mß+nP +287 «€x 


et désignons par AN le nombre de ces déterminations intérieures à un parallélo- 
gramme P,, de côtés pw, qu’ pour une valeur donnée y, de y, appartenant à 
la bande B; p et q sont deux entiers positifs quelconques. Nous prendrons deux 
autres parallélogrammes P' et P" concentriques au précédent et de côtés (p — v)c, 
(q— v)o' pour le premier, (p + »)co, (¢ + »)w! pour le second: » désigne un entier 
positif inférieur à p et à g. En outre nous supposons qu'aucun des points 
mo + no! ne se trouve sur les périmètres des parallélogrammes ainsi choisis. 

Si M est un entier positif quelconque mais fixe et si dans la formule (30) 


nous donnons aux entiers m, n et s toutes les valeurs pour lesquels on a 
(40) o<mß+nfß' +2sx <M}yr 


on obtiendra, comme nous l'avons déjà remarqué, M fois chacune des détermina- 
tions de x et par conséquent il y aura M NW systèmes de valeurs de m, m, s 
satisfaisant à (40) et fournissant pour y — y, des valeurs de x intérieures à P,,4. 


Or, pour les valeurs de m, n, s qui satisfont à (40) on peut poser: 
|f/a(yo + mig + nip! +2six)|<R 


R étant un nombre positif choisi assez grand. 

Si p et q sont trés-grands, on pourra prendre » assez grand pour que tout 
cercle tracé dans le plan de la variable x, de rayon R et de centre mw + no 
soit tout entier intérieur à P,,4 si mw -- no' appartient à P', ou tout entier exté- 
rieur à Pa si mw + nu! est extérieur à P". Cette valeur de v ainsi choisie ne 
dépend pas des valeurs attribuées à p et q. 

Le nombre positif My, est compris entre deux multiples entiers consécutifs 


de 27; soit 


(41) 2 M'r < My <2(M' + x). 
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Il en résulte que pour chaque systéme de valeurs prises arbitrairement pour 
m et n, linégalité (40) est satisfaite pour M' valeurs au moins de s, et pour 
M'+ 71 au plus. Si le point mo + no appartient à P', les M' ou M' + 1 valeurs 
de x correspondantes, pour y — y, seront toutes intérieures à Py,. Comme il y 
a (p— v) (q— v) points mw + now’ intérieurs à P', on voit que 


MN» > M'(p—») (q—»). 


Si le point mo + nw' est extérieur à P" les M' ou M'+ 1 valeurs correspondan- 
tes de x pour y=y, seront extérieurs à P,,4. Les points mw + nw! intérieurs 
à P" sont done les seuls qui puissent fournir des valeurs de x intérieures à Pp, g. 


Donc 
] ye) e y) , 
M NO, «(M +x) (p+) (a+). 


On conclut des deux inégalités précédentes les suivantes 


M' v\ | viec MIS E »| | y 
42 ae CLR BES) QT LB LT ce aa ^M 
(42) M E = (x ; = gc s E V ; E T | 
Si p et q augmentent tous deux indéfiniment le premier et le dernier mem- 
Se ME ERA - oda M' r1 ; 
bre de ces inégalités ont respectivement pour limite u et — ME: D’autre part 
- l'inégalité (41) s’écrit: 
M”. Vie < M' +1 6 
NM ag M 
NU) y 
Pd / 


Comme M est arbitraire on voit que a pour limite ^ lorsque p et q 
L 


27 


augmentent {ous deux indéfiniment. Nous avons ainsi une interprétation de 7x. 


T 


Remarquons que si V,, désigne le nombre des zéros de g,(x, yo) intérieurs 


* 


à P, on a évidemment 


= kem T. ar, 
Nos, SENE 
pq PE 100] 


et par suite, en passant a la limite et utilisant le résultat du paragraphe 14 


k=T 
(43) + (m4,9/3' + 2 me,37 + msi) => y. 
k=l 


I 


: tos \ . (0 dem . . Ja RH 
Le signe supérieur est à prendre si — a sa partie imaginaire positive. Si entre 


(u) 


#, 9 et 27 il n'y a aucune relation linéaire, homogène à coefficients entiers non 


Sur les fonctions triplement périodiques de deux variables. 149 


tous nuls, cette relation (43) qui est la même qu’une de celles obtenues dans le 
précédent paragraphe donne immédiatement toutes les formules (38) qui se 
trouvent démontrées d’une nouvelle manière. Mais cette seconde démonstration 
est en défaut si il existe entre 3, 3’, 2x une relation de la forme indiquée. 

23. Nous nous proposons maintenant de rechercher l'expression générale 
des fonctions méromorphes triplement périodiques. Pour y parvenir, il suffirait 
évidemment de trouver l'expression générale des fonctions entières qui satisfont 
aux identités (5) 


). 

On peut tout d'abord apporter dans ces identités une simplification notable: 
nous avons vu, en effet, que les trois systèmes de périodes peuvent être rem- 
placés par une transformation du premier ordre par trois autres pour lesquels 
les entiers caractéristiques seront m'»;— 0, my ı=o et m's,; egal au plus grand 


commun diviseur positif # de mi», mis, mas; cette opération faite, on peut 
par une substitution linéaire convenable effectuée sur les variables ramener les 
trois systèmes de périodes à la forme normale. Cela revient à dire qu'au lieu 


des identités (5) nous pouvons considérer les suivantes: 


gi (x, y +217) = 9, (v, y) 


IR 


(44) g.(x +o, y t iB) — ev? g, (x, y) 


zium 


eu — a ? 9, (a; y); 


| gx ap &!, y JE ig) es 


je (vu ; . DA . . p. 
comme « est positif, le rapport a nécessairement sa partie imaginaire positive; 
= (e) à 


ply) et W(y) ont le méme sens que dans les identités (5). Il apparaît immé- 
diatement, dans la recherche des fonetions entiéres satisfaisant aux identités (44), 
que la principale difficulté provient de la présence dans les exposants de e des 
deux fonctions entières p(y) et W(y) qui satisfont aux identités 


| ply 222) —9(y), V(y-- 2in) = V(y) 


y 


(45) : 
| p(y ig) — gly) = y ig) — (y). 

On se demande tout d'abord si l'on ne pourrait pas en multipliant g,(x, y) par 

une fonction entière qui ne s'annule pas e^í^7/, faire en sorte que dans les 

équations fonetionnelles (44) tous les exposants de e soient des expressions liné- 


aires en x et y. 


Il faut pour cela que l'on ait: 
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| (eye zim) (ace) Le) 

(46) 4 Ply) +h(z+o, y 28) — h(a, y) = L.(x, y) 
Ip Wy) t h(x t o, y - ig) — (x, y) = L,(x, y) 


L,(x,y), L,(x, y), L(x, y) étant trois expressions linéaires en x et y. On en 


conclut: 


Ph ia, y baia) Phe, y) 
Oa? 0x 








Ph(x+o, y+1i8) hl, y) 
dx? Ox? 





Ph(x+uw', y+18)  Ph(x, y) 
dx? 0x: 








0®h ; an : a. 
—, est une fonction entière triplement périodique: 


et par conséquent puisque PE 
Ox? 


0? f 
ü x? 


C étant une constante. 
Par suite 
h(x, y) = Ca? + xf,(y) + f(y) 


f, (y) et f.(y) étant deux fonctions entières de y. 

On peut évidemment supprimer dans h(x, y) le terme en Cz? sans incon- 
vénient au point de vue du résultat qu'on veut obtenir. (Les expressions de 
L,(x, y) et L,(x, y) seront seulement modifiées.) Posons donc 


h(x, y) = xf.i) + fo(y) 


Des équations (46) on déduit, en dérivant une seule fois par rapport à x: 





h(y + 2èx) — f,(y) = const. 
f.(y+72) —f,(y) = const. 
fh (y + ip!) — f. (y) = const. 


Comme 9 et 3’ ne sont pas lous les deux commensurables avec 7, on en conclut 
que f,(y) est une expression du premier degré en y: on peut done encore dans 
h(x, y) supprimer le terme zf,(y) sans inconvénient au point de vue du résultat 


qu'on veut obtenir et l'on prend finalement: 


hey) do 
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On voit alors par les relations (46) que f,(y) peut être prise de la forme: 


f(y) = Ciy + X(y) 


où C, est une constante et X(y) une fonction entière de période 21, qui satis- 
fait, d’après les deux dernières relations (46) aux identités suivantes: 


eee 24s) = X (y) 


(47) X (y - 28) — X (y) — — 9 (y) + €; 
| X (y+ $8) —X(y) = —v(y) +C, 








où C, et C, sont des constantes. On voit que pour qu'il existe une fonction 
h(x, y) satisfaisant à la question posée, il faut et il suffit qu'il existe une fonction 
entière X (y) satisfaisant aux relations (47). Cette fonction entière, si elle existe, 
pourra être développée, ainsi que q(y) et v(y) suivant les puissances entières 
positives et négatives de e". L'identification dans les équations (47) fournit alors 
tous les coefficients du développement de X(y) (à part le terme constant) sans 
aucune ambiguité et aussi sans aucune incompatibilité en ayant égard aux iden- 
tités (45) et à ce fait que 9 et ?'" ne sont pas tous deux commensurables avec x. 
Toute la question est de savoir si la série obtenue pour X(y) est convergente et 
définit bien une fonction entière. Or si p(y) et (y) sont des fonctions entières 
quelconques satisfaisant seulement aux identités (45), il est aisé de voir que la 
série obtenue pour X(y) n'est pas toujours convergente pour toute valeur de 
y. D'une facon plus précise, la convergence de la série peut avoir toujours lieu 
pour certains systèmes de valeurs de ?, 3’, mais ne pas avoir toujours lieu pour 
d'autres systémes de valeurs. Cela dépend de l'ordre d'approximation possible 


0 et p 


27t Zi 


de par deux fractions arithmétiques de même dénominateur, l’ordre 


d'approximation étant évalué relativement au dénominateur commun, En parti- 
J at 


. . 5 ) 2 , . . ros . 
eulier si l’un des nombres +— ou -— est algébrique, non rationnel, la série qui 
9 2 


donne X(y) est toujours convergente. I] en est encore de même si l'un de ces 
nombres étant incommensurable son développement en fraction continue a tous 
ses quotients incomplets successifs inférieurs à un nombre déterminé. Il est 
d'autre part facile de former deux nombres f et 3’ pour lesquels la série ne serait 
pas toujours convergente. Mais nous n'insisterons pas davantage sur ces raison- 
nements qui aboutissent en somme à ce résultat négatif: l'impossibilité de déter- 
miner dans tous les cas la fonction X(y) et par suite de débarrasser les équations 
fonctionnelles (44) des fonctions entières q(y) et W(y) si ces deux dernières 


fonctions sont deux fonctions entières quelconques satisfaisant aux identités (45). 
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La question se pose ainsi de savoir si ces deux fonctions peuvent étre quel- 
conques. Nous allons démontrer, à cet égard, qu’il existe toujours une fonction 
entière satisfaisant aux identités (44) où p(y) et W(y) sont deux fonctions entières, 
données arbitrairement, satisfaisant seulement aux identités (45). 

Nous supposerons, pour simplifier, que dans les identités (44) u —1. Cela 
ne restreint pas la généralité des raisonnements; car si g,(#, y) satisfait aux iden- 
tités (44) pour u— 1, la puissance »?"* de g,(x, y) satisfait à des identités ana- 
logues, avec 4 — » (n étant ici un entier positif arbitraire). 


24. Nous aurons dans la démonstration qui va suivre à appliquer plusieurs 
fois le lemme suivant: 
Si (y) et u(y) sont deux fonctions entières de y satisfaisant aux identités 


(48 A(y+zix) = (y), u(yt 2in)— u(y), ^(y- i) — 4(y) = u (y * 38) — u(y) 


et satisfaisant en outre à l'identité 
(49)  w'(y+if) —ou(y t 38) = (y +58) — (y) + Qu 28) — (y) +e 


où f,(y) et f,(y) sont deux fonctions entières de y admettant toutes deux la période 
aix et C une constante, on pourra déterminer une fonction entière X,(y) de la 
variable y satisfaisant aux identités 


I X, (y + 2170) = X,(y) 


bud | X, (y t8) — X, (y) =A(y) + cc. X,(y+ 29) —X,(y) =u(y)+c 


où c, et c4 sont deux constantes. 


Les fonctions A(y), u(y), f(y), f;(y) sont développables en séries de la forme: 


n n--o n= + o0 

À(y) = 3 AnerV — u(y)— > Bue" 
n= — @ n= — © 
n=+ 0 n=+ 0 

fi(y) = Z an e"t f(y) = X b, ev 
fix — 00 n=— 0 


De la troisiéme des identités (48), on conclut: 
A, (eni —ı) = Bí(ei?—x1:) (no; rn=+1L,+2, +) 


Comme ß et 2’ ne sont pas tous deux commensurables avec x, on peut écrire 


cette dernière relation sous la forme: 
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a OU am een 


gni —ı entp —ı 


2,4%) 





FT 
D 


C, ayant ainsi une valeur finie, bien déterminée. Pour satisfaire aux identités 
(50) on voit immédiatement que X,(y) doit être la somme de la série: 
+ 00 


(51) X,(y) — SC, ery 


— 00 


où l'on prendra pour (', une constante arbitraire; la sommation s'étend à toutes 
les valeurs positives, négatives, ou nulles de lentier ». Tout revient donc à 
démontrer la convergence de la série (51). Soit e un nombre positif trés-petit 
mais fixe. Les termes de (51) correspondant aux valeurs de n pour lesquelles 
l'une des inégalités suivantes 


ler ®—ı]l>e ou [e?—z1:|»« 


est satisfaite, forment évidement une série convergente. Il nous suffit done 
d'étudier la série 


v2! 
(52) ZC, epv 
comprenant tous les autres termes pour lesquels on a simultanément 
(53) jer®—ı]<e, ler —1|« e. 


La convergence de la série (52) va résulter de l'identité (49). En remplaçant, en 
effet, les fonctions qui y figurent par leurs développements et en substituant à 
A, et B, leurs valeurs C,(e?4?—1) est C, (e?? —1), il vient: 


C, [c e??? (epi& — y) — (9 218 (enib' — 1)] RN an (e?i? I) } b, (eni? — 1). 


Dot: 

(54) C aplerit—ı) + by (erii — 1) 

x p c) ePiP (epid I) = wepid(epid' —r). 
Posons 


, A 
() Teo w y, CF 2 


en mettant ainsi en évidence les modules et les arguments de w et de w. D'une 


façon analogue nous pouvons poser: 


. T 
>) Di _ ip 5) 
ePtl I Op €: 2 


Ai ey 
eni I 0! oll! pts ) 
SP 
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0, et o', sont inférieurs à « d’après (53); l’un d'eux peut être nul, mais non tous 
les deux. Comme e??? et e»^" ont pour module l'unité, on voit que les arguments 


R Lx , zs A , IE iv. 
de eri? — 1 et de eP!? — 1 seront très-voisins de + , par suite des inégalités (53) 


c'est-à-dire que e, et &, désignent iei deux nombres trés-petits (positifs ou néga- 
tifs). Enfin er‘? et e?!" ont eux mêmes des arguments très-petits €, et £/. Ceci 


posé, le dénominateur de €C,, dans la formule (54) a même module que l'expression: 


, " "t ) 


f, Qp — fi 9p gi e 0 e — ey e — bp TAG 


où K est o ou +1. Ce module est supérieur à chacune des quantités 

my “4 ee ru U an Uu 

| 520» sin (0, — 0, + OI ne LER )| 

"PNE E UR E em de 

| rior sin (0, =O) exer epar en): 
Comme 9, — 0, n'est pas un multiple de » et comme les £j, &,, &,, &, sont tous 
inférieurs à un nombre positif choisi arbitrairement petit si & a lui-même été 
pris assez petit, on voit que les sinus précédents sont tous supérieurs en valeur 


absolue à un nombre positif fixe 7. On a donc enfin en posant: 


| c)! e? 18" (epi ca I) — (y e??? (epi? TA 1) | = In 


pour toutes les valeurs de p correspondant à tous les termes de la série (52). ll 


résulte ensuite de l'expression (54) l'inégalité suivante: 


16,1 < Lael 4 Bat, 
nr, nr 
1, 7, et r, étant trois nombres fixes, on voit que la série (52) est bien convergente 
puisque les séries Naje?" et Xbye?" sont elles-mêmes absolument convergentes. 
Le lemme énoncé se trouve ainsi démontré. Faisons remarquer que les 
constantes c, et c, des identités (50) sont respectivement égales à — A, et — D,. 


25. Désignons par F(y) une fonction entière de la variable y, admettant 


la période 2:;r: 
F(y 4- 21227) = F (y) 


et cherchons à former une fonction entière de x et y admettant pour zéros toutes 


les valeurs de x et y satisfaisant aux relations suivantes 
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(55) x— mu — no = F(y —migp — ni?) 


où m et » prennent toutes les valeurs entières positives, négatives ou nulles. On 
voit tout de suite, soit directement, soit en se reportant à ce que nous avons dit 
à propos des branches principales que toutes les déterminations de v fournies 
par ces relations sont distinctes (c'est-à-dire que deux d'entre elles ne deviennent 
égales que pour des valeurs particulières de y). En outre si l'on considère F(y) 
comme une branche principale ses augments conjugués sont (o, 27). 


Posons pour abréger 








ulm, n) = x — F(y— mip — ni’) 


v(m, n) = mo + nw! 


pour toutes les valeurs de m et n. 
Soit ensuite 
- u(m, n) ulm, n 1fu(m, n))? 
U (m, n) = Log | 1 — len 4 ren 
= v(m, n) v(m, n) 


pour toutes les valeurs de m et n, sauf pour m — m — o. 


Pour m — n — o, nous posons 
U (o, o) = Log[x — F(y)] = Log «(o, o). 


La fonction F(y) admettant la période 27:1, si x et y ont un système de valeurs 
données quelconques mais fixes, toutes les quantités w(m, n) ont des modules 
inférieurs à un nombre positif fixe. Il en résulte que l'on définit une fonction 


entiére g(x, y) en posant: 
(56) gee — nr eC an) 


le produit II s'étendant à toutes les valeurs de m et de n entières, positives, 
négatives ou nulles. La fonction g(a, y) admet évidemment Jes zéros définis par 
les relations (55) et n’en admet pas d’autres. 


Posons : 


Oh(a, y) OU (m, n) 
Ox i 0% 


(57) 
ü*h(x,y) |, 0*U (m, n) 


dx? 


Les sommations s'étendent à toutes les valeurs de m et »; k(a, y) et U(x, y) sont 
ainsi définies d'une facon unique; A(x, y) est définie à un multiple prés de 277. 


On a; 
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(58) dU(m, n) _ I Lan aeo u(m, n). 
5 0x ulm, n) —v(m, n) v(m,n)  [v(m, n)]* 
OU (o, 0) I 
sauf pour m —7 -—0: Don cin: 
De méme 
fen) ŒU(m, m) —I 2 I 
e NC NOT E M LP = 
39 da: [u(m, n) — v(m, n)P  [v(m, n)]? 
sauf pour m — n — o: CAC) = 
Bi da? [u(o,o)] 


Il résulte immédiatement de l'expression (57) de U(x, y) en série que chacune 
des différences l(a+o, y d 2g)— l(x, y) et Ueto’, y+if) —l(x, y) est une 
constante; ces deux constantes sont nulles; car elles ne dépendent en rien du 
choix de F(y) et si l'on prend F(y) nulle identiquement, /(z, y) se réduit alors à 
la fonction de WEIERSTRASS pr changée de signe. Comme k(x, y) a pour dérivée, 
par rapport à v, I(x, y) nous pouvons poser: 


| k(x 4o, yd- ig) — k(x, y) — A,(y) 


60 
2) | k(a+wo', y 28) — k(x, y) = u,(y) 


où A,(y) et u,(y) sont évidemment des fonctions entières de y admettant la 
période 217, ainsi que cela résulte immédiatement de l'expression (57) de k(x, y) 
en série, En outre, k(x, y) étant uniforme on déduit de (60): 


(61) A (y +28") — A, (y) = u;(y +25) — u, (y). 


Les fonetions 4,(y) et «,(y) satisfont à une autre identité que nous obtiendrons 
en considérant la fonction primitive A(x, y) de k(x, y) relativement a variable x. 

La fonction h(x, y) a des déterminations multiples, différant entre elles 
par des multiples de 217. Mais chacune des déterminations des différences 
h(x+o, y +ip) — h(x, y) et h(w+o', y 3 19) — h(v, y) est une fonction uniforme, 
entière de x et y. Nous choisirons deux quelconques de ces déterminations 


et nous poserons, en ayant égard aux identités (60) 


| h(x-- c, y t 2g) —h(a, y) = xd, (y) + (y) 


(62 
: | Ax o, y+ ip") — hla, y) = i I) + a (y). 


Dans ces relations A,(y) et u,(y) sont des fonctions uniformes entières de y. Elles 
admettent la période 214; on le voit immédiatement en employant l'expression 


(57) de A(x, y) en série et en réunissant, dans la difference des séries qui donnent 
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h(x+o, y+iß) et h(x, y), en un seul terme les deux termes, pris respectivement 
dans chaque série, dont la différence est une fonction entière de x et y. Dans 
la série ainsi obtenue, tous les termes sont alors des fonctions uniformes dans 
lesquelles y n'entre que par la fonction F(y) qui admet la période 277. 

Des identités (62), on conclut la suivante, en changeant x et y dans la 
première en x+w!', y 4- i et dans la seconde en e+, y+ ip: 


(a + o) A (y +i8)+ Ae (y + 13!) — xA (y) — A) = 
— (x o)u,(y T i8) u,(y - 28) —xu, (y) —u(y) —23 K x; 


K est un nombre entier positif, négatif ou nul (dont la valeur sera obtenue plus 
loin); le terme 27 K;r provient des déterminations multiples possibles de h(x, y). 

Cette dernière identité se simplifie à cause de l'identité (6r) et nous avons, 
toutes réductions faites: 


(63) wA, (y id") — only 6B) = us (y + $8) — tay) + (y) — A (y t $9) —2i Ka. 


Les fonctions A,(y) et u,(y) satisfont ainsi à toutes les conditions du lemme du 
paragraphe précédent. Il existe donc une fonction entière de y, X,(y) admettant 
la période 2èz et vérifiant en outre les identités: 


(64) X,(y - i8) — X,(y) — (y) —&, Xi,(y $8) — Xi(y) =r (y) — 0. 


Les constantes c, et c, sont les termes constants des développements de /,(y) et 
i, (y) suivant les puissances entières de e". Elles sont liées par une relation qui 
se déduit immédiatement de l'identité (63) en y remplacant toutes les fonctions 
par leurs développements. 

On a ainsi 


(65) wc, — wc, = — 2i K zt. 
Nous pouvons done poser 


: ma 20 Kin 
(66) G=—100, 05 CO, + ; 
(e 
où c est une constante convenablement choisie. 


Si nous posons:. 
: | k, (a, y) = k(x, y) — ca — X,(y) 


(67) 
| h,(x, y) = h(a, y) — 


cr 


on aura encore; 
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D ng) 
Ox 


exe rns qe 
Il résulte des relations (60), (66) et (64) les suivantes: 
| k,(z e, y 4-4 B) — k (v, y) — o 


20K x 


(e 


(68) 
| k,(x 4 o, y tig) — k, (x, y) = 


On pourra ensuite poser 

[Eos aedi) — Mu Gs 9) Ale) 
(69) : x 

| (6 Poly E BP) E M Gy) — e nus (g)s 
2,(y) et u,(y) sont données par les formules 


A 1 cc? 
As(y) = À (y) — 


— e X,(y +7) 


u;(y) usq) -— - e AG (y Ar ig) 








2,(y) et u,(y) admettent done la période 27;r. D'ailleurs de (69) on conclut, en 
ayant égard aux déterminations multiples de /,(v, y): 


(y + ip) — 4,(y) = us(y +58) — us(y) + multiple de 277. 


Mais ce dernier multiple est nécessairement nul comme on le voit en imaginant 
2,(y) et u,(y) remplacées par leurs développements suivant les puissances de e". 
Par conséquent on a lidentité 


(70) Aly + ip) Tem: As) = us an ig) EE us y). 


(que l'on pourrait d'ailleurs déduire des expressions de A,(y) et u,(y) écrites 
ci-dessus). 


Considérons maintenant la fonction g,(x, y) définie par l'égalité 
gi (a, y) = emn, 


Nous aurons, d'aprés (57) et (67) 


ca? 


(71) 91 (x, y) = gx, ye 


a X1(y) 


La fonction g,(x, y) a les mêmes zéros que g(x, y) et elle vérifie les identités 


suivantes : 
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g (v, y + 21x) = 9,(2, y) 
g, (X c, y t ig) = erw g, (a, y) 


2iKz 


g. (x -- o^, yt ig) —e o 7*9 g (x, y) 


m 

N 
l9 

— 


Dans une bande B du plan de la variable y, limitée par deux parallèles quel- 

conques à l'axe des imaginaires, les zéros de g,(x, y) n'admettent qu'une seule 

branche principale x — F(y) avec les augments (o, 2ix). D’après les formules 
I 

(38), en supposant toujours que la partie imaginaire de = est positive, les entiers 

caractéristiques de g,(x, y) sont: m»s == 1; ma ı = mi, — 0. Done dans la troisième 

des identités (72) on a: 


K — — 1x. 


Poursuivons l'analyse qui précède en établissant entre A,(y) et u,(y) une identité 
analogue à l'identité (63) et par l'emploi des mêmes moyens; c'est-à-dire que nous 
prendrons une fonction primitive de h,(x, y) relativement à la variable z. Pour 
cela nous poserons: 


u(m, n) 


[u(m, n)  [u(m, n)]® 
7 z— ——125 oO er —— 
V (m, n) = [u(m, n) — v(m, n)] Log E zen) 


— ulm, n) +— : = 
| ( IH 2u(m,n)  6lv(m,n)]? 


pour toutes les valeurs de m et n, sauf m—n—o. Pour ce systeme de valeurs 


nous poserons: 


V (0, 0) = u(o, o) log w(o, o) — w(o, 0). 


Nous définirons une fonction Z(x, y) par la serie évidemment convergente: 
(73) . Z(x, y) - EV (m, n) 


où la sommation s'étend à toutes les valeurs entières, positives, négatives ou 
nulles de m et ». On suppose, bien entendu, sans qu'il soit nécessaire d'insister 
sur ce point classique, que l'on prend des déterminations des logarithmes qui 
figurent dans les V (m, n) de facon à assurer la convergence de la série. 

La fonction Z(x, y) a une infinité de déterminations possibles et la difference 
entre deux de ses déterminations est égale à la somme algébrique d'un nombre 


fim de termes dont chaeun est de la forme 
+ 20 [u(m, n) — v(m, n)] 


un méme terme pouvant se trouver répété plusieurs fois. Chacune des détermi- 
nations de Z(x, y) a pour dérivée par rapport à x, l'une des déterminations de 


h(x, y). 
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Nous poserons 


x? 


3 
(74) Z,(x, y) = Z(s y) = —7 Xi) 


de telle sorte que: 


) 2 
(75) a — h,(v, y) + un multiple de 277. 
Il en résulte d’après (69), où AK — — rz, les idertités suivantes: 
| Aires y+ iB) — Ze, y) m oi pac se Aly) 
(76) 


| Z, (x + v, y + 18") — Z, (x, y) =[21ga + us(y)]* + ty (y) — 7 zx 


dans lesquelles on a choisi arbitrairement ure détermination pour chacun des 
premiers membres; p et q sont deux entiers; 4,(y) et u,(y) sont deux fonctions 
entières de y admettant la période 2ia: on le voit à l'aide de la série (73) en 
raisonnant comme on l’a fait pour /,(y) et u.(y). 

Si dans les identités (76) nous changeons x et y dans la premiere en x 4- o, 
y + ig, dans la seconde en a+, y+iß, nous obtenons une nouvelle identité qui 
s'écrira de la façon suivante, en tenant compte de (70) et aussi des déterminations 
multiples possibles de Z,(wv, y): 


(77) | o'hy(y +58) — eus(y + ip) = aly + $8) — (y) — Ay 18) + 
+ A,(y) + (29 — ino — 2ipaw — 2ixx + S! — S" 


où 8’ et S" désignent chacune une somme de termes de la forme + 2ix[u(m, n) — 
— v(m, n)], un méme terme pouvant être répété plusieurs fois. 
Or on a: 


u(m, n) — v(m, n) = x — mo -— no! — F(y — img — ing’). 





On voit alors par l'identification des termes en a dans (77) que S' renferme un 
terme de plus que S"; on peut toujours supposer que 5' renferme le terme 
2i [xr — F(y)], car on peut toujours ajouter ce terme à la fois à S' et S". Nous 
poserons alors: 


(78) S' — 2in [x — F (y)] - S', 


S', aura alors le méme nombre de termes que S" et par suite la différence 


S', — S" sera une somme de termes de la forme 


(79) ain [Fly — mig — nip') — Fly — m'iß — n'ip')] 
y Î i Y Î f 


- 
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augmentée d'une somme de multiples de 22770 et zinw. 
On peut done poser: 


(8o) | (2q — 1)iz e — 2i pz e — 24x + S'— 8" — — 2ix F(y) + 
| 4t (29,4 1)izt o 4- 2p, ize) 4- T 


où p, et q, sont deux entiers et 7’ est une somme d'un nombre fini de termes 
de la forme (79) avec 
(81) T — S8', — S" - 2(q—4q,— 1)iz o—2(p + p,)iz o. 
Si nous posons: 
F,(y) = F(y —mig — n'ip) 
et 
n'—n — wv, m — m =U 


il en résultera : 








F(y — mip —nig') — F(y — mig —n' ig) =F, (y+ vig" — 

— F,(y) + Fí(y) — Fi(y t wi). 
Si v était nul, la différence F,(y- vip')— F,(y) serait nulle et il n'y aurait pas 
à en tenir compte dans ce qui suit. Supposons rz o0 et tout d'abord pour fixer 
les idées » > o. On pourra alors poser: 


(83) F,(y 4 vig) — F,(y) = F.(y - $8) — Fi(y) 
r-—v—l 
avec F,y)— X F,(yv rif). 


Si v était négatif et égal à — »', on prendrait: 
rea 


F,(y) — — Z F.(y —r18) 


r 


et l'on aurait encore l'identité (83), où F,(y) est manifestement une fonction 
entière admettant la période 2/;; comme (y). 


De facon analogue, on pourra poser: 
(y) Ta F (y 1 ud) = F,(y st ip) l F,(y) 
de telle sorte que le terme général (79) de la somme 7 peut être mis sous la forme: 


2in[F,(y - i8) — F(y)+ Fy(y + 78) — Fly) 
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Mais la somme d'un nombre quelconque de termes de la forme f(y +7) — f(y), 
[ou de Ja forme f,(y) — fi(y+iP) qui n'en est pas distincte], où f(y) et f,(y) sont 
des fonctions entières de y admettant la période 27, est évidemment elle-même 
de la forme @(y+78)—@(y), où ®(y) est une fonction entière admettant la 
période 247. 

Il résulte de Ja que l'on peut poser: 


(84) ul 2-2 8) — us (y) — 4. (y+ 19) - A,(y) - T =D, (y+ i8) — 0,(y)-- 0, (y - 18) — D, (y) 


où D,(y) et @,(y) sont deux fonctions entières admettant la période 27. A 

l’aide des relations (77), (8o) et 84) on obtient l'identité suivante: 

(8s) | o) 1s (y - 1g )—eous (yd (8) =D (y+i8) — 0, (y) - ,(y - 19") —0,(y) — 2i F (y) - C 
| avec C — (29, 4- x) ézt o + 2ip,xuw' 


Soient maintenant p(y) et (y) deux fonctions entières de y prises arbitrairement 


sous les seules conditions exprimées par les relations suivantes: 

(86) { (yd 2in)— (y). . W(yt 2in) = V(y) 

SO | + 5 \ 
Loy + iz) — qu) — vi ig) — vo) 


La fonction F(y) ayant été prise au début d'une facon arbitraire, nous pouvons 
supposer que son choix a été déterminé par la relation suivante: 


(87) 2iz F(y) = oW(y+ 2g) —o' ply + i) 


car cette égalité définit bien une fonction entière admettant la période zii. 
Si F(y) a été ainsi choisie l'identité (85) devient: 


(88) w'A(y+if) — ou(yd- ig) = Oy + $8) — 0,(y)-- 0, (y + $9) — 0,(y) + C 
où l'on a posé: 
(89) (y) — (y) — ply) et u(y) = us(y) — (y). 
Des identités (70) et (86), on conclut pour A(y) et w(y) la suivante: 
Ay + ap") — A(y) = u(y + 38) — u(y). 


D'autre part A(y) et u(y) admettent la période 2ix; done on peut appliquer le 


lemme démontré; il existe une fonction entiére X,(y) satisfaisant aux identités: 


| X,(y + 2iz) = X, (y) 


(go) 
| X,(y +78) — X,(y) = Ay) —¢,, X.(y + 29) —X,(y)=u(y) — e,. 
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Les constantes c, et c, sont liées par la relation 
Q9 € — Wl, — C — (2q, + 1)ézt co 4- 28 p, zt o 


qui résulte de (88) par un raisonnement déjà employé pour c, et c,. Nous 
pouvons done poser, c" désignant une constante convenablement choisie: 


cw = €4 — 24 p, st 
(gr) 


c" o! = c, + (29, + Tin. 
Prenons ensuite: 
(92) h,(x, y) = (x, y) —X,(y) — c'x. 
Il résulte des identités (69) et (90) les deux suivantes: (en se souvenant que K = — 1) 


| h,(x do, y ig) — h, (x, y) —2,(y) — A(y) - e4 — c" o 
(93) 


DUICK 








| h,(x -- o, y+ itp") —h,(x, y) = u;(y) u(y)+c, — c" v. 


(e 
D'aprés (89) on a: 


A.) — (y) = ply) 
£3 (y) — u(y) = Wy). 


Il vient alors en remplaçant dans (93) co et c" par leurs valeurs (gr): 


| h,(w+to, y+1B) —h,(x, y) ply) +21p,x 


ii | h,(x 4 «f, y E ig) — h (v, y) = Wy) — — l: 5j H — 2iq,n. 


() 
Prenons la fonction entière dont le logarithme est h,(x, y): 
fax, y) = e^» 
et qui est liée à g,(v, y) par la relation: 
ge, y) = gi (a, y)e-* 0. 
Cette fonetion satisfait aux identités: 


| go (%, y+ 207) = gr(x, y) 
g,(x +, y - 28) =e? g, (x, y) 


2ix («+ E ed (y) 
[0] 2 £ 


gv, y) 


(95) 
gx + w!, y+iß)=e” 


Enfin la fonction entière 
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(oo 
gs (v, y) =9,(¢— ae y) 
satisfait aux identités: 
g3(%, y + 2 iz) — gs, y) 
(96) gs(X +o, y t $8) — erg, (x, y) 
Qing 


wy)—— 


g(x +w, y +ip)=e ^ gs(v, y) 


dans lesquelles q(y) et v'(y) sont des fonctions entieres de y choisies arbitraire- 


ment sous la seule condition de vérifier les identités (86). 


26. Revenons à l'expression d'une fonction méromorphe triplement périodi- 
que: on peut, comme nous l'avons vu précédemment la mettre sous forme du 
quotient de deux fonctions entieres 

G(x, y) 


f(x,y)— G(x, y) 


G,(x, y) et G,(x, y) satisfaisant toutes les deux aux identités 


G,(x, y + 2 ix) = Gr(x, y) 


(97) Ga (a + c, y + dg) = eva Gy (v, y) (£= 1,2) 


2irux 


& Gy (x, y) 


a O5 y(y)— 
Ge + o, y + 17) = en 


r 
aut NN () 

avec n 0 et la partie imaginaire de — > o. 
E (vu 


Du dernier résultat que nous avons obtenu, il résulte que p(y) et v(y) 
peuvent étre, dans ces équations, des fonctions entiéres quelconques satisfaisant 
aux identités (86), si la fonction méromorphe f(x, y) est elle méme quelconque. 

De là résulte l'impossibilité, comme nous l'avons vu, de faire disparaitre 
dans tous les cas q(y) et v(y) des équations fonctionnelles (97) en multipliant 
G(x, y) par une fonction entière de x et y se s'annulant pas. Mais il en résulte 
aussi immédiatement la possibilité d'arriver dans tous les cas à ce résultat en 


multipliant par une fonction entière qui s'annule: Car p(y) et W(y) satisfaisant 





aux relations (86), il en est de méme de — (y) et — v/(y). Par conséquent, il 


existe une fonction entière g,(x, y) satisfaisant aux identités suivantes: 


Ja (x, y + 2 in) — (x, y) 
g(x + 0, y + 18) = e-v 0g, (x, y) 


2int 


^ gi(m y). 


— w)— 
la to,ytiß)=e - 
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Si l’on pose: 
Hy (x, y) = g. Qo, y) Gx (x, y) (k =1, 2) 


les deux fonctions H;(x, y) satisferont aux identités: 


H;(x, y ae iz) = Hy (o, y) 
(98) H,(x ap UT ig) = i. (a, y) 


2in(u+1)z 


Hy(x + w!',y +ip')—=e 9 H y (x, y) 





Him y). 
H,(x, y) 


Il est à remarquer que d'aprés la facon dont on l'a formé ce quotient n'est 


et la fonction f(x, y) sera égale au quotient 


pas irréductible c'est-à-dire que ses deux termes ont un diviseur commun qui 
s'annule. 

Dans le cas où l'on pourrait obtenir les fonctions H;(v, y) en multipliant 
G,(x,y) par une fonction entiere qui ne s'annule pas, il est clair qu'il serait préfé- 
rable d'opérer ainsi. Dans les équations (98) on aurait alors « au lieu de («+ 1). 


27. Nous devons maintenant rechercher l'expression générale d'une fonction 
entière de x et y, H(x, y) satisfaisant aux équations fonctionnelles (98), où nous 


I 
. “ye [02] . 
remplacerons (« + 1) par »; v sera un entier positif quelconque, — ayant toujours 
(a7) 


sa partie imaginaire positive. Par suite de la première des équations (98), H (x, y) 
est égale à une série procédant suivant les puissances entières de e", les coeffi- 
cients étant des fonctions entières de x. 

Soit donc 


Y 
(99) H (x, y) = V, 0, (x)e"v. 
Par identification dans les deux autres équations (98) il vient, (u + 1 étant 
remplacé par 1) 


| QD, (x + w) = e? Q, (x) 
(100) 24er 

| ; —nij'— 

Q,(x + w') =e 9 (x). 
On voit d'après ces relations que toutes les fonctions @,(x) sont des fonc- 
tions © de la variable x, d'ordre v. 

Posons 
nij 


(ror) E, (o) — e ® e, (x). 
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On aura: 


| (x + w) = p(x) 
(102) 


2 


h in 

RET — — (vz4-nb) 
| Sum up w') =e x Pn (x) 
en posant: 


(103) = 


Considérons une fonction 0(x) du premier ordre satisfaisant aux identités: 


| 0 (x + co) = 6 x) 
(104) | e ) 


| HKz+o)=e © 2/()(u) 


et qui s'annule, comme on sait, pour r— o. ll y a une infinité de fonctions 
f) (x) satisfaisant à ces conditions: elles ne diffèrent entre elles que par un facteur 


constant. Nous en choisirons une arbitrairement, mais prise une fois pour toutes. 


(Par exemple celle pour laquelle ep) -—— a). 


Imaginons maintenant le plan de la variable x divisé en un réseau de pa- 
rallélogrammes de côtés w et w', et appelons P, l'un de ces parallélogrammes. 

Nous considérerons suivant l'usage que l'un des côtés w et l'un des côtés 
w' de P, appartient au parallélogramme P,, les deux autres côtés ne lui apparte- 
nant pas; de telle sorte qu'un point quelconque du plan n'aura qu'un seul homo- 
logue appartenant à P,. La fonction W,(x) étant d'ordre » a v zéros distincts 
ou non dans le parallélogramme P,. Nous appelons af) (k— 1, 2,... v), ees v 


zéros. Comme ce sont v points de P,, il existe un nombre positif C tel que 


0 


la somme: 


k= 
Sore > ag) 
k=1 


a un module inférieur à € pour toutes les valeurs den de — v à + c. Soit done 
lo Fr Zoe, eros EE) 


D'autre part l'expression de #,(x) s’obtient sous forme de produit à l'aide 


de (x) par les procédés ordinaires. On trouve ainsi: 


—2iakn pay 
(105) WU, (u) = cet | O(a - ain) (n=0,+1,+2,... Eo) 
km] 


où e, est une constante et A, est un entier qui se trouve défini par la relation 


suivante qui doit nécessairement avoir lieu; 
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r 7 (a) 
nb — K nl’ is Ko nn ch 
? 

Ki : ; AS 
où K', est un autre entier. 


Remplaçons dans cette relation b par sa valeur (103); elle devient: 


np ng a ; (e 
(106) — eq — —— t = Kyo! + Kao — Sn + Y 
2 t 2 IU 2 
nj nj 
Les quantités —— et —— sont réelles et nous pouvons poser: 
2 7t TT 
np i ; np : 
-— Dn dttTn, mn 
2H 2 T 


où p, et p sont deux entiers et 7», r' deux nombres positifs, plus petits que 1. 
L'identité (106) devient alors 


(v0 = > 
Shae ea te tn + tnt! = (Kn— Pn)o' + (K'n—p'n)o- 


Le premier membre est done une somme de multiples de w et w'; mais 
= (e B , 
sal «6€, |rnel<lol Ir«o'| «|o'| et v 7 une constante indépendante de ». Donc 


les entiers K, — p, et K', — ph sont, en valeur absolue inférieurs à un nombre 
positif Q indépendant de ». Nous poserons: 


Kn= Pn + Qn avec |qn| « Q (n—20, £1, +2,... E c). 
Si l'on remplace p, par sa valeur, il viendra: 


n 
Í : 
(107) RES mue lanl <Q. 
Si dans l'expression (ror), nous remplacons #,(x) par l'expression (105), 


nous aurons pour @,,(a) l'expression suivante: 


Dir fir. np k=ı 
- K,,+—)2x 
D, (x) = (ne o ( 2 25) (a a) 
k=1 
ou, en tenant compte de (107) 
Qin 5 kv 
Fr T 
(108) Qi (x) = ner ee Et Il 0 [v — am]. 
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Telle est lexpression générale de @,(x). Pour former une fonction ®,(x) 
rentrant dans la formule précédente, on voit que l’on peut prendre arbitraire- 
ment (»— 1) points a(? à l'intérieur de P,; le »*"* point est alors défini à l'in- 
térieur de P, d'une façon unique par la condition (106) où K, et K', doivent 
être deux entiers qui se trouvent par là définis d'une facon unique: car il n'y a 
pas à l'intérieur de P, deux points distincts homologues l’un de l’autre. Ensuite 
q,— ra est donné par (107). Il reste enfin la constante c, qui peut être prise 
arbitrairement. 

Il nous faut maintenant discuter la convergence de la série qui fournit 
H(v,y) et voir sous quelles conditions cette série définit une fonction entière de 
x et y. Nous allons démontrer à cet égard le résultat suivant: 

Pour que la série 


+0 
(109) D> D (x) er 
— o 


définisse une fonction entière de x et y, Ü faut et il suffit que la série 


+0 
— © 


soit elle-même une fonction entière de y. 
Cette condition est suffisante: ear lorsque x reste dans son plan à l’inté- 
rieur d'un domaine quelconque D de dimensions finies, dans la formule (108) 


\ 


toutes les valeurs de 6[r— a] ont un module inférieur à un nombre positif 
fixe puisque tous les aj" appartiennent à P,; et de plus comme |q,|« Q et 
|r, | € 1, le facteur exponentiel reste aussi inférieur à un nombre positif fixe. La 
condition est donc manifestement suffisante, la série étant uniformement conver- 
gente dans tout domaine d'étendue finie pour les deux variables x et y. 

Pour montrer qu'elle est nécessaire prenons à l'intérieur de P, » + 1 points 
distincts a; (j— 1,2,..., v + 1) non situés sur le périmètre de P, et entourons 
chacun d'eux d'un petit cercle y; de centre x;, de telle sorte que tous ces cerc- 
les soient extérieurs les uns aux autres et tous intérieurs à P,. 

Cela posé, appelons m; un nombre entier, positif, ou négatif, ou nul pour 
lequel Dn; (x) n'ait aucun zéro à l'intérieur de y; et considérons la série: 


>) m; ery 
(110) X D; (2j) "jv 


où la sommation s'étend à toutes les valeurs de m; satisfaisant à la condition 


précédente. La fonction 0(x;— z) où z est une variable, aura son module supé- 
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rieur à un nombre fixe C, lorsque z sera intérieure à P, et extérieure à yj. Car 
à l'intérieur de P,, 0(x;— z) ne s'annule que pour z — aj. D'autre part, toutes 
les exponentielles 


944 
24x 
25 (qn— n) ej 


ont évidemment un module supérieur à un nombre positif C,, puisque |¢,| et 
r, sont inférieurs à Q. 


Done on aura: 
| 9»; (2) | = | Con, | Ce? . 


La série (110) procédant suivant les puissances entières de ev ne peut done 
étre une fonction entiére de y que si 
Xe, 6m 
est une fonction entière de y. 
En prenant j — r, 2, ... (»+1) nous mettrons en évidence (7 4-1) séries defi- 
nissant des fonctions entiéres de y. Mais comme @,(x) n'a que » zeros dans P,, 
il y a au moins, pour chaque valeur de », un des v + 1 cercles 7; qui ne con- 


tient aucun zéro de ®,„(x); done chaque terme de la série 


figure au moins dans l'une des (v + 1) séries: 


Xe; es". 
n--- o T 
za \ , \ + x . 
La serie D'cne”r est, d’après cela, et par un raisonnement tres-simple, con- 
n--— o 
vergente et définit une fonction entiére de y. La condition énoncée est done 
bien nécessaire. 
7 De ; 2 
Nous ne rechercherons pas ici les autres formes que l'on pourrait donner 
à lexpression générale de H(a,y). Dans ce qui suit nous laissons de cóté les 
fonctions triplement périodiques les plus générales pour étudier des classes de 
ces fonetions, possédant des propriétés qui les rapprochent d'une facon remar- 


quable des fonetions abéliennes. 


Deuxième partie. 
28. Désignons par f(x, y) une fonction méromorphe de x et y de la forme: 


P (x, eu) 
Q (x, ev) 


(1) I(x, y) 
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où P(x, e/) et Q(a, e”) sont des polynómes entiers en e", les coefficients étant 
des fonctions entières de x. De plus on suppose que la fraction est irréductible, 
c'est-à-dire que les deux termes ne sont pas divisibles tous les deux par une 
méme fonction entière de x et de y qui s'annule. Ceci revient à dire 1° que 
P(x. e/) et Q(x, e") n'ont pas en eY de racine commune quelle que soit la valeur 
de x; 2? que tous les coefficients, pris ensemble, des deux polynómes P et Q n'ont 
aucun zéro commun. 

Nous supposons que f(x,y) est triplement périodique avec les trois systèmes 
de périodes non exceptionnels (a,, b,), (a,, b,), (a,, 5,). On pourrait prendre pour 
lun de ces systèmes (o, 277) mais nous ne le faisons pas pour la généralité de 
ce qui suit. 

Nous poserons, en désignant par p et q les degrés respectifs de P et de Q 


en e: 
[ REED 
later) D fn (a) e" 
(2) | n-l1 
y m=q 
Q (x, ev) = > Pm (a) e"v 
mel 


En écrivant que (a,,b,), (a, b,) et (a,, b,) sont des systèmes de périodes 
pour f(x,y), on obtient les identités suivantes, en ayant égard à l'irréductibilité 





de Q 
(3) P[x + ay, evtbx] = ext) P(x, ev) Ce") 
(4) fa (a E ay) AY chi G)—nb;. fa (x) k I,2,3 


où Ax(x) (k— 1, 2, 3) sont trois fonctions entières de x. Si l'une des fonctions 
fn(w) (n—1, 2,... p) ne s’annulait pour aucune valeur de x, ses trois entiers 
caractéristiques correspondant à «,, d,, a, pris deux à deux seraient nuls. Or il 
ressort des identités (3) et (4) que ces entiers caractéristiques sont les mêmes 
que les trois entiers caractéristiques de f(x, y) pour (a,, 5,), (a, b,), (a, bs). 
Comme les trois systémes de périodes ne sont pas exceptionnels f(x, y) serait 
une constante, comme ayant ses trois entiers caractéristiques nuls. Done cha- 
cune des fonctions f,(x) s’annule pour quelque valeur de x; si deux des quanti- 
tés d,, d,, a, avaient un rapport réel et incommensurable toutes les fonctions 
/„(x) seraient par suite nulles identiquement. D'autre part les rapports de a,, &,. a, 


ris deux à deux ne peuvent pas être tous réels commensurables. Car on aurait: 
| l 
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(5) a,=™M,a, G,— m,ad, QG4— ma 


m,, m, et m, étant trois entiers non tous nuls et a une constante. Or il résulte 


de (5), l'égalité suivante: 
m, (a,b; — a,b.) + m, (a,b, — a,b.) + m, (a,b, — a,b,) — 0 


c'est-à-dire (Introduction paragraphe 6): m,0, + m,0, + m40, — o et les trois syste- 
mes seraient exceptionnels, contrairement à l'hypothèse. 

Comme conclusion: on voit qu'il y a nécessairement deux des quantités a,, 
a,, a, dont le rapport est imaginaire. Si nous supposons, pour fixer les idées, le 
rapport ! imaginaire on voit alors sans difficulté qu'en multipliant toutes les 
a, 


fonctions f,(x) et Ym(x) par une même fonction entière de x, ne s'annulant pas, 
et convenablement choisie, tous les produits obtenus seront des fonctions € de 
la seule variable x, aux périodes a, et a,; f(x, y) est ainsi mise, sous forme d'une 
fraction rationnelle en e", les coefficients étant des fonctions € de la seule vari- 


able x. On voit en outre qu'il existe entre a,, a, a, une relation de la forme: 
Hdi + Los + 403 = 0 
16, Mg, My étant des entiers non tous nuls et premiers entre eux. 


29. Cette remarque faite, désignons par (x, y) une fonction méromorphe, 
triplement périodique, les trois systémes de périodes non exceptionnels étant 
0, 2 iz), (o, 72), (w', if). Nous dirons que cette fonction est semi-rationnelle, si 

i ’ ? i 


il existe une substitution linéaire 


[* —AX--BY 
(6) 
ly —A'X4 BY 
telle que q(x, y) se réduise, par cette substitution, à une fraction rationnelle en 
eY, les coefficients étant des fonctions entières de X seul. 

Désignons par (X, Y) ce que devient p(x, y) par la substitution (6) et 
soient (a,, b,), (a, bs), (a,, b,) les trois systèmes de périodes de cette fonction qui 


correspondent respectivement à (o, 2 dr), (w, 73), (w', ip) de telle sorte qu'on a: 


2 = A'a, + B'b, 
ip = A'a, + B'b, 


18! = A'a, + B'b,. 
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D'après ce qui précède, il y a deux des nombres a,, a, a, dont le rapport 
est imaginaire: done B' ne peut pas étie nul. Posons: 
XO A 
(7) 


C étant une constante quelconque; la fonction (X, Y) devient par cette sub- 


stitution ,(X,, Y,) et il est manifeste que cette fonction sera aussi une frac- 





tion rationnelle en e", puisque e* —eC*:, e^; De (6) et (7) on conclut: 


xæ—(AÀ + BC)X, es 
y —(A' + BIC) X, + B'Y,. 


Comme B' +0, on peut choisir C de facon que: 
I 5 


AL SE ga pq) 
et l'on aura ainsi: 


gu XM BS 
(8) 


ye Bar: 

en posant pour abréger 
AB'—BA' 
APE — o. 
B 
Désignons par (a, b^), (a',, b',) {a';, b',) les trois systèmes de périodes qui 

pour (X,, Y,) correspondent à (o, 2 iz), (w, 73), (w', à). Il y a, d'après ce qui 
précède, une relation de la forme 


I 1 r I — 
(9) id, + 0, + 34 3—0 


3 


Hs I, 14 étant trois entiers premiers entre eux. 


Résolvons les équations (8) par rapport à X, et Y,: 


true DE 
Xe A, (x — H y) 
(10) 


2 i 
Ix, n 
> 

et considérons le systeme de périodes (4,0 + ue, 2 u, te + ui d us?p) pour 


x 


+ y, auquel correspond pour X,, Y, le système de périodes (o, u,b', + u,b + 
u,b',), à cause de la relation (9). On aura done: 
, BA 


; opt 
0 — 440. + Ugo — (2 uz + ut + ust). 


b 
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Les équations (ro) deviennent ainsi: 





I U, + 1,0 
X, = |? — ——  Z— ET — 4 
gei: i(2 UT + usd + up)? 
(Ir) 
a 2 
y =F i 
Posons: 
I 
= U, + U, C 
X,=-r— C3 ——ÀX4 Y 
(2 4,7 + us B + us B)" 
(12) 
2 2 7t 
M m. a - 


ZU TUIS LU Pete USO 
On aura ainsi: 
A AR 
(13) 
UE 
A, et B, étant deux constantes. 

La fonction D(A,X,, B,Y,) sexprimera comme fonction rationnelle en e£: Y» 
comme D(X,, Y,) en e*:. Or au système de périodes (4,0 + uso, 2 ui + usd] + 
u,ip') pour a et y correspond pour X,, Y, le système de périodes (o, 2 £x). Done, 
il est clair que la fonction (4, X,, B,Y,) pourra finalement s'exprimer comme 
fonction rationnelle en e?*. 

En résumé, si la fonction p(x, y) est semi-rationnelle on pourra la ramener 
à la forme semi-rationnelle par une substitution linéaire de la forme (12). Re- 
marquons que dans la substitution (12) on peut sans inconvénient pour le résul- 
tat final, changer les signes des trois nombres ;,, u, et u, à la fois. Done la 
quantité 2,7 + 1,9 + 4,3’ qui est différente de zéro peut être supposée posi- 


tive, ce que nous ferons: 


2] In 
2 lly + us + Up > 0. 


Les entiers u, i, et u, étant premiers entre eux prenons des entiers 4,, 2, 


Ay Vj, Yq, v, tels que 


u, it, Lt 
TUE QUE 1 
ARE Me 


et considérons pour xw et y les trois systèmes de périodes fournis par la trans- 
formation dont le déterminant est le précédent. Il leur correspondra pour 
(X, Y,) les trois systèmes de périodes (o. 2 77), (ws, 19,), (o, 7) qui auront la 


forme normale, puisque l'on a: 
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2x(24 7x + 1,8 + AB) 
2 UT + us + ug 





2st (2 v,zt + v,B + v.) 
3 wre + LP + TET UN 

La fonction $, (A, X,, B,Y,) étant rationnelle en e?*, on voit que ses entiers 
caractéristiques relatifs à (o, 27), (w,, i3,) d'une part, et (o, 2ix), (w,, if) 
d'autre part, sont nuls. Si nous appelons mu», m», msi les entiers caractéristi- 
ques de (x,y) relatifs à (o, 27), (c, i), (o, ip'),.nous aurons en appliquant 
les formules données dans l'introduction pour le calcul des entiers caractéristiques 
après une transformation 


1,2 (fly A, — Ay us) + malus — us) + maus À, — Ag tty) = 0 





m,» (ut, Va — v, la) + mo,3(u; v4 — Vg lg) + mai (ug v, — Val) — 0. 


On en déduit immédiatement que mu» m» et ma; sont proportionnels à 
Mg, 41, et n5; done que i, 1, eb “,, qui sont premiers entre eux, sont les quotients 
de mis, Marx, Tu par leur plus grand commun diviseur pris avec un signe tel 
que 21,70 + 43 + us 7 0, d'après notre convention. De la resulte cette consé- 
quence: si la fonction p(x, y) est semi-rationnelle, elle peut être ramenée à la forme 
semi-rationnelle par une et une seule des substitutions de la forme (12), où i, 
lj, (1, sont premiers entre eux et où 24,2% + tsp + us, o. 

Inversement, si nous formons, comme nous avons vu qu'on peut le faire, 
d'une infinité de façons, une fraction rationnelle en e}? ayant pour coefficients 
des fonctions (9 convenablement choisies de X, nous aurons une fonction triple- 
ment périodique aux périodes (o, 2 iz), (0, 12), (w',, £9',). Si on l'exprime en x 
et y, par la substitution inverse de (r2), elle se transforme en une fonction 
méromorphe g(x, y) aux périodes (o, 2 tz), (w, ? 9) et (w', ip!) (car la transforma- 
tion effectuée sur les périodes était du premier ordre) et qui sera semi-rationnelle. 

Si nous considérons comme appartenant à une méme classe toutes les frac- 
tions rationnelles en e’? que l'on peut ainsi former et admettant les trois systè- 
mes de périodes indiqués plus haut, on voit que parmi les fonctions p(x, y) semi- 
rationnelles aux périodes (o, 271), (w, if), (w', if) il y a une infinité de classes 
correspondant à tous les choix possibles de t, #,, u, qui sont trois entiers quel- 


conques, premiers entre eux et tels que 


K ! 
214,7 + HP + Ua: > 0. 


Toutes ces classes sont distinctes, car une méme fonction (x, y) ne peut pas 


être ramenée par deux substitutions linéaires (12) distinctes, à la forme semi- 
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rationnelle, c’est-à-dire ne peut pas appartenir à la fois à deux des classes que 
nous venons de définir. 


30. Les fonctions semi-rationnelles qui appartiennent à une même classe 
possèdent des propriétés qui les rapprochent d'une facon remarquable des fonc- 
tions abéliennes de deux variables. Il est très-facile de mettre en evidence ces 


propriétés. 
I 
@ > . . - . Ip. 
Le rapport — ayant toujours sa partie imaginaire positive, nous pouvons 
2) x 
former deux fonctions entières de x, 9, (x) et 9,(x) satisfaisant aux identités: 


| 0, (x + c) = e-590, (x) 


94 
24x ^ 
—— rip! 


| 0,(x + (en ® O, (x) 





(15) 
| 0,(x + w) = 0, (x) 
| 0,(x--w)-—e © 6,(x). 
La fonction « de x et y définie par l'égalité 
: f), (x) ev 
(16) U = 0, (x) 


sera une fonction semi-rationelle aux périodes (o, 2 2), (c, 28), (w', 19). Posons 
{ { 


en outre: 
Ü 
VE (log w) 
(17) ^ 
0? l dv 
)— — 90 45) — ; 
u Ta (log w) om 


La fonction v sera une fonction elliptique de la seule variable +, aux pério- 
des w et w et avec deux pôles simples de résidus + 1 dans un parallélogramme 


de côtés w et w. Elle sera donc liée à sa dérivée w par une relation de la forme 
(18) w° = R(v) 


où R(v) est un polynôme du quatrième degré en v, dont le coefficient du terme 
en v* est égal à r. 

Considérons u, v et w comme les coordonnées cartésiennes d'un point d'un 
espace à trois dimensions. La relation (18) définit un cylindre et si u,, v,, w, 


est un point de ce cylindre les équations: 
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w(x, y) =U, 
(19) v(x) — v, 


w(x) — av, 


admettent en x et y les systèmes de solutions suivants: les deux dernières équa- 
tions ne sont vérifiées que par une valeur de x, soit +,, et par celles qui s'en dé- 
duisent par l'addition de multiples de w et w. En faisant ensuite x — x,-- mo + 
no dans la première équation, on obtient facilement pour y des valeurs de la 
forme: 

y —3, + mi + nib! + 2 pin 


m, n et p étant des entiers quelconques. Les équations (19) n'admettent en 
(x, y) qu'un seul système de solutions abstraction faite des multiples des pério- 
des conjuguées. D'ailleurs ce systeme de solutions est donné par les formules 
suivantes, en appleant w,, v,, ?, un point du cylindre et (x,, y,) un systeme de 


valeurs correspondant pour x et y, et en supprimant l'indice de w,, v, ww: 


v, W 
"dv 
L — Lo + 7 
Vos Wo 
(20) 
uU, v0, W 
du  vdv 
ur 


Les intégrales précédentes peuvent être considérées comme des intégrales 
de différentielles totales exactes rationelles en w, v, w attachées à la surface 
cylindrique (18). La première de ces intégrales est de première espèce; la seconde 
n'admet que des singularités logarithmiques simples, c’est-à-dire non superposées 
à des singularités polaires; ou encore, si l’on considère une courbe algébrique 
quelconque tracée sur la surface du cylindre, la deuxième intégrale est pour 
cette courbe une intégrale abelienne n'ayant que des singularités logarithmiques 
simples. On peut facilement voir, mais cela ne nous servira pas dans la suite, 
que l'intégrale qui donne y a comme courbes logarithmiques: 1° la section u — o 


du cylindre avec résidu égal à +1; 2° une droite dans le plan de l'infini 


: „ W o n x . 
celle qui correspond à —; —1| avec résidu égal à — 1; 3° une droite dans le 
p? : 
AA EC . xw 0.52 , \ 
plan de l'infini [celle qui correspond à _, -I| avec résidu égal à — 3; 4° le 
v : 


point conique à Vinfini du cylindre qui peut être considéré comme une courbe 
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logarithmique réduite à un point, tout au moins au point de vue de la représen- 
tation paramétrique de la surface. 
Nous nous bornons à énoncer ces propriétés que nous n’emploierons pas. 
Considérons une fonction semi-rationnelle appartenant à la même classe que 


u, v et w. Cette fonction f(x, y) pourra être mise sous la forme: 


n=p / 
x yn (x) er 


(21) f(a, y) = n-l à 


m=q 
> Un (x yemy 
m=) 


où q,(x) et W,,(x) satisferont aux identités: 


(Qa (X + c) = e-^i? q, (a) (MT By org 79) 
—2tuar D = 
— Nt 
Pr Gc in (9) E Uu A (fn (x) 
où « est un entier. Les (x) satisfont aux mêmes identités, sauf le changement 
de n en m. 


Prenons une fonction entière X (x) satisfaisant à 


X (x + w) = X (x) 
Ba +w')=e e X(ac) 
L'expression 
(u(x)e"" — n(x) 0% (a) 
u" X (x) X (x) 0? (x) 
est une fonction elliptique de la seule variable x, aux périodes w et w', comme 


en peut s'en assurer facilement. Elle est done une fonction rationnelle de v et 


n(x) ev 
X (x) 


en conclut immédiatement en divisant dans l'expression (21) tous les coefficients 


w. Par suite l'expression est une fonction rationnelle de u, v etw. On 


(au(x), (x) de ev par X(x) que f(x, y) est elle-même une fonction rationnelle de 
u, v et w. Done toutes les fonctions semi-rationnelles de la classe considérée sont 
des fonctions rationnelles de x, v et w, et réciproquement. Si U, V et W de- 
signent trois queleonques de ces fonctions, on voit qu'elles sont liées par une 
relation algébrique; exceptionnellement elles peuvent être liées par deux relations 


algébriques. Supposons U, V, W liées par une seule relation algébrique et soit 


(22) R(U, V, W) —o 


Acta mathematica, 32. Imprimé le 16 octobre 1909 2: 
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cette relation; nous la considérons comme définissant une surface S qui se déduit 
du cylindre (18) par une transformation rationnelle: à un point quelconque du 
cylindre correspond un point de S; à un point de S correspondent un nombre 
déterminé » de points du cylindre. Par suite à un système de valeurs de U, J, 
W non particulier satisfaisant à (22) correspondent » systèmes de valeurs de x 
et y aux multiples près des périodes. Si la transformation par laquelle on passe 
du cylindre à la surface S est bi-rationnelle, alors » — 1 et les expressions (20) 
données pour x et y se réduisent, en fonction de (U, V, W) à des intégrales de 
différentielles totales relatives à la surface S. Enfin, dans ce cas, toutes les 
fonetions semi-rationnelles de la même classe s'expriment rationnellement en U, 
V, W et d'ailleurs, toute fonction rationnelle de U, V. W appartient à la classe 
considérée. 

Si l’on compare ces propriétés à celles des fonctions abéliennes, on remarque 
immédiatement l’analogie qui ressort de ce rapprochement avec les dégénérescences 
des fonctions elliptiques en fonctions trigonométriques et avec la dégénérescence 
correspondante de l'intégrale de première espèce en une intégrale à points sin- 
guliers logarithmiques simples. 

L'analogie se trouve encore plus complète par le théorème que nous dé- 


montrons plus loin et dont nous allons donner l'énoncé. 


Remarquons que entre une fonction f(x, y) semi-rationnelle aux périodes 


0 f of ü 


Ox? Ü y 


2 redi 


(o0, 24zr), (w, ip), (w',1f!) et ses dérivées du premier ordre existe né- 


cessairement une relation algébrique, puisque ces trois fonctions appartiennent 


manifestement à une méme classe. 


Il est naturel de se demander si cette propriété est pour les fonctions méro- 
morphes triplement périodiques aux périodes (o, 27), (w, 7), (w', 15") caracté- 
ristique des fonctions semi-rationnelles, comme pour les fonctions méromorphes 
d'une variable simplement périodiques, la propriété analogue est caractéristique 
des fonctions trigonometriques. La réponse est affirmative et la fin de ce Mé- 


moire est consacrée à la démonstration du théoréme suivant: 


Si une fonction méromorphe, f(x, y) admet les trois systèmes de périodes 
(0, 2d), (w, 72), (e, à) et n'en admet aucun autre distinct des précédents, si, 
de plus, cette fonction f(x, y) est liée à ses dérivées partielles du premier ordre 
par une relation algébrique, on peut en conclure que f(x, y) est semi-rationnelle, 
c'est-à-dire que, en remplaçant les variables x est y à l'aide d'une substitution 
linéaire convenablement choisie de la forme (12) par des variables X et Y, f(x, y) 


sera une fonction rationnelle de e*. 
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31. Soit done f(x, y) une fonction méromorphe de x et y admettant les trois 
systèmes de périodes non exceptionnels (o, 227), (w, if), (w', if); on suppose 
que la fonction f(x, y) est liée à ses deux dérivées partielles du premier ordre 


() () 
of et : j 
Ox. dy 


(x) else y) 2) 2 0% 


Cie Uy 


par une relation algébrique: 


) TA 
ifie cr ARMES 


et : suppose bien entendu 
dx dy 


ou F est un polynôme entier en f(x, y), 
cette relation irréductible. 
Nous poserons pour abréger l'écriture 


d d 
z=f(x,y), p= ! q- i 


03" 
La relation (1) s’écrira donc: 
(2) (ep. 0) —0: 


Dans ce qui suit nous utiliserons pour simplifier les raisonnements et le langage 
les résultats connus de la théorie des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre ainsi que les expressions usitées dans cette théorie telles que: surface inté- 
grale, caractéristiques, élément (v, y, z, p, q) d'une intégrale etc. 

Nous pourrons supposer que la fonction z — f(x, y) ne satisfait pas à une 
équation de méme forme que (2) et de degré total moindre en z, p et q. Car 
sans cela nous remplacerions l'équation (2) par l'équation de degré moindre. 

Il résulte de cette hypothèse que z — f(x, y) n'est pas une intégrale singulière 

: . à : OF 
de l'équation (2); car sans cela elle satisferait à chacune des équations 5 =, 
OF 
dq 


tité si z ne se réduit pas à une constante. 


— o de degré moindre que / =o, et dont l'une au moins n'est pas une iden- 


L'intégrale considérée n'étant pas singulière, si xy, Yo, z,, Por Yo est un 
élément de Vintégrale pour lequel tous les dénominateurs des équations des 


caractéristiques 


dx dy dz -dp —dq 
(3) op JF UF op op op 
dp dq 12 dp d dq p dz 4 Uz 


ne sont pas nuls, toute la caractéristique issue de cet élément initial appartiendra 


à l'intégrale. 
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Nous allons étudier tout d'abord un cas particulier afin d'en débarrasser la 
démonstration qui suivra pour le cas général. 


Nous supposons que Vintégrale z — f(x, y) satisfait à l'équation 
q y | 


OF in or 


(4) 2 Up 


en même temps qu'à l'équation (2). 
Si (Xy, Yo. Zo» Pos Go) est un élément de Vintégrale pour lequel tous les 
dénominateurs de (3) ne sont pas nuls et pour lequel en outre p, et g, ne sont 


pas tous les deux nuls, on aura pour la caractéristique correspondante: 


D q 


i 


Po do 


= 
Cn 
== 


(même si était nulle identiquement). 


02 


a 


En outre pour la caractéristique considérée, on a 
, 
Puis, en combinant (4) et (5) on aura 


op or 


(6) 1 + go 


— os 


o dp dq y ? 


les deux premiers rapports de (3) donnent alors: 


PAT + qudy =o 
d’où enfin 


(7) 0,9 + Qo Y = Door YoYo: 


Comme la caractéristique définie par les équations précédentes appartient à l'inté- 


grale z — f(x, y), on voit que l'équation 


(8) 25 ian) 


est vérifiée comme conséquence de l'équation (7). 

Mais il est impossible que (8) soit vérifiée, comme nous l'avons vu, pour 
une valeur constante de y, quelle que soit x (paragraphe 9); done p, dans 
l'équation (7) est différent de zéro. De l'existence nécessaire des augments con- 
jugués pour une branche principale on conclut alors, en écrivant d'abord 


l'équation (7) sous la forme, 
| 7 


(9) v do Do Lo | (Qoo 
Po Po 
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que — 7^ est de la forme 
Po 


do mo + no 
p, imp+tnp'+2Ppr) 


m, net p étant trois entiers premiers entre eux. Comme l’élément (x, Yo, Zo» Pos do) 
est un élément quelconque de l'intégrale z — f(x, y), on en conclut que le rapport 
r 
7 est constant et égal à Ben im © et par suite que f(x, y) n'est fonction 
p i(mp+ni+2px) 
mo + nol 

i(mB 4 np! 4- 2pz 
Si l'on effectue la substitution linéaire 


que de x — ale 


= m + RO 
X — x — — 


: : 2 
i(mB + np + 2pi) 


r 27L 


m --np' 4-2pm 


on voit, en raisonnant comme au paragraphe 29 que f(x, y) se réduit à une 
fonction elliptique de la seule variable X; elle est done bien une fonetion semi- 


rationnelle, (mais qui ne dépend pas de e). 
39. Si nous revenons au cas général nous supposons que l'équation 


op JF 


q Oo 


] 0q 


) 
op 


f(a, y). Nous supposerons en outre que pour 


[o] 


n'est pas vérifiée par la fonction 
: DS : : 
cette fonetion le rapport ^ n'est pas constant, sans quor on retomberait encore 
q 


sur la conclusion précédente. 


OF JF 


En remplaçant dans p q z, p et q par leurs expressions f(x, y), 


dp dg? 
Ü 0 : 2 5 
ie f en x et y, on aura une identité de la forme 
dx” dy k 
op JF » 
) ( UE (4 
Pap er Peg) 


où W(x, y) sera une fonction méromorphe, bien déterminée, aux trois systémes 
de périodes (o, 277), (w, (i9), (e^, i3'), non nulle identiquement. 


D'une facon analogue posons: 
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(ro) 


où u est une valeur donnée arbitrairement. Les fonctions q(x, y) — u et W(a, y) 
ne peuvent admettre en facteur commun une fonction entière de x et y, g(x, y) 
dont les zéros admettent les trois systèmes de périodes (o, 2ix), (w, 29), (w', à f') 
que pour un nombre limité de valeurs exceptionnelles de wu, puisque le numéra- 
teur de la fonction méromorphe W(x, y) n'a qu'un nombre limité de facteurs ?rré- 
ductibles relativement à ces périodes (paragraphe 20). Le nombre de ces valeurs 
exceptionnelles de w, est au plus égal au nombre des facteurs irreductibles de 
W(x, y). D'ailleurs q(r, y) — u et W(a, y) admettant les trois systèmes de périodes, 
ne peuvent avoir de facteur commun sans avoir un facteur commun tel que g(x, y). 

De la méme facon q(x, y)—u ne peut avoir de facteur commun avec l'une 


des fonctions = q, ou - que pour un nombre limité de valeurs exceptionnelles 
de u. A supposer qu'il existe quelques valeurs exceptionnelles de cette nature, 
nous désignerons par E, leur ensemble, en y comprenant celles qui sont relatives 
à w(a, y) et pla, y) —u. Ceci posé, attribuons à w une valeur n'appartenant pas 
à l'ensemble E, et désignons par M, une multiplicité simple de zéros de la fonction 
qx, y)—u. Nous appelons multiplicité simple de zéros, une multiplicité formant 
un seul continuum analytique (de telle sorte que l'on peut passer de l'un quel- 
conque de ses zéros à un autre par continuation analytique). Il y a au moins 
une telle multiplicité puisque 4 — p(x, y) n'est pas une constante par hypothèse 


(paragraphe ro). 
La valeur w n'appartenant pas à Z,, la multiplicité M, ne peut appartenir 


; ; : I ay 
aux zéros d'aucune des fonctions W(x, y), -, q, ou -. On peut done prendre sur 
7 q 


ATEN ; lea Ha Te 
la multiplicité M, un point (x,, y,) pour lequel q, = y) sera fini et diffé- 


J1 
rent de zéro; pour lequel z, — f(x,, y,) sera fini; pour lequel p, — ug, sera fini; 
et enfin pour lequel V(z,, y,) # o. Nous avons ainsi un élément (x,, y;, zi. Pr 9) 


de l'intégrale z — f(x, y), composé de valeurs finies et tel que 


OF OF 


dp, t; dq, zo et g, #0. 


Pi 
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En outre on peut supposer que (x,, y,) n'est un point d'indétermination pour 
aucune des fonctions z, p, g, de telle sorte que z,, p,, q,, sont définis sans 
ambiguité. 

L'élément (x,, y,, z,, fi, 4) est l'élément initial d'une caractéristique bien 
déterminée par les équations (3) oü z peut étre prise comme variable indépen- 
dante puisque le dénominateur de dz a une valeur initiale non nulle. 

Les deux derniers rapports des équations (3) donnent: 


DT 
(11) RER) 

I 
L'équation F(z, p, q) — o donne ensuite g en fonction de z: 
(12) BZ, ug,g) —:0- 
Les trois premiers rapports des équations (3) où l'on remplace p par 4g donnent 
alors: 


da Pigg, uae 
dy = Q(z, q, u)dz 


où P et Q sont des fractions rationnelles en z, q et uw. u est ici une constante 
et z et g sont liées par la relation algébrique (12). Done x et y sont données par 
des intégrales abéliennes attachées à la courbe (12), intégrales qui sont prises à 


partir du point (z,, q,). Soit done: 


z,q 
DCE | PG. a. u) dz 
z»g 
(13) 2,4 
y= Y; + Joc. q.wu)dz 
2, 


Les deux intégrales abéliennes de ces formules sont attachées à la relation (12). 
Mais il peut se faire que cette courbe se décompose, méme pour une valeur non 
particulière de w. Tout d'abord, si elle renferme en facteur une certaine puissance 
de q, nous supprimerons ce facteur, car la valeur initiale g, est différente de 
zéro. Soit » le nombre des facteurs entiers irréductibles en lesquels se décompose 


alors la relation (12) pour une valeur non particulière de «x et soit: 


Kalle) dara CAG) ise ee Eee (Ziq) —=10 
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cette décomposition où les À sont des polynómes entiers en z et g. On suppose 
bien entendu que F(z, p, q) —o est une relation algébrique irréductible. Des 
lors les facteurs R,, R,,...R, sont distincts si w est quelconque. De plus un 
quelconque de ces facteurs peut s'échanger en l'un quelconque des autres facteurs 
(à un facteur constant près) lorsque w varie en décrivant un circuit fermé con- 
venablement choisi. Pour le montrer, prenons un système de valeurs (2, q’) 
annulant le seul facteur R, et un système de valeurs (z", g') annulant le seul 
facteur R,. Si l'on pose p' — ug', p' = uq" les deux systèmes de valeurs (z', p', q') 
et (2", p", q") vérifient la relation F(z, p. g) — o. Comme cette relation est irré- 
ductible on peut imaginer que le point (z, p, q) décrit une ligne joignant sur la 
surface F(z, p, q) —o le point (z', p', q') au point (2", p", g") sans que q s'aunule 

! 4I 
P décrira un cireuit fermé puisque 7 2 


q 


et il est clair que le facteur R, sera devenu le facteur À, (à un facteur con- 


dans cette variation. La variable « = 


stant prés). 
Les facteurs R pouvant ainsi s'échanger entre eux nous pourrons les 


prendre sous la forme: 


Ree 9) R(2,9, U yr) (es, 


l9 


ER) 


où 7, est l'une des déterminations d'une fonction algébrique de u, convenablement 
choisie, et admettant n déterminations permutables entre elles et où R est un 
polynôme entier en 2, q, u, Yr- 

Pour certaines valeurs particulières de «, il pourrait arriver que deux des 
n facteurs précédents soient proportionnels ou encore que l'un d'eux soit décom- 
posable, Ces valeurs exceptionnelles de w sont évidemment en nombre fini: nous 
les ajouterons à l'ensemble E, et nous appellerons E, l'ensemble résultant. Nous 
supposons actuellement que # n'appartient pas à l'ensemble £,. 


Dans les formules (r3) les intégrales sont attachées à celle des courbes 
R (2, q, u, yx) — o 


qui contient je point initial z,, q, et il n'y a qu'une seule de ces courbes qui 
contient ce point. Car, sans cela, le point (z,, q,) serait un point double pour 


la courbe totale (12) et par suite on aurait: 


d 


gg oen "q,. qd)] o 


ou en remarquant que ud, Pr: 


ES 
ct 
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IF (z,, Ps qi) 
0 p, 


OF (z,, pi. Qı) 


F q, =! 9 


) 
Pi 0 q, 


Or cette égalité n'a pas lieu, d’après le choix du point (%,, y,) sur M,. 

Nous supposerons pour fixer les idées que c'est à la courbe k —1 que se 
rapportent les intégrales des formules (13). 

La caractéristique définie par les formules données ci-dessus et issue de 
l'élément (x,, y, 2%, py. Q) appartient tout entière à l'intégrale z — f(x, y). Done 
on aura pour tous les éléments de cette caractéristique: 


NEN) Mont; y) 


Re MEANS (Sy), P= + dq dy 


(14) j dx 

Les valeurs de x et y fournies par les équations (13) vérifient donc la relation 
p(x, y) —u—o. Done les formules (13) donnent les expressions d'un point (x, y) 
de la multiplicité M, sous forme d'intégrales abéliennes; on peut diré que ce sont 
les équations de la multiplicité M,. Comme M, est l'une quelconque des multi- 
plicités simples de zéros de q(x, y) u, on voit que toutes ces multiplicités 
sont données par des intégrales abéliennes attachées à l'une des courbes À = o, 
avec un système de valeurs initiales convenablement choisies pour x, y, 2, q. 

Il existe une fonction entière de x et y, g,(x, y) admettant pour zéros tous 
les points de M, et n’admettant pas d'autres zéros. Cela résulte immédiatement 
des théorèmes généraux, en remarquant que lon sait que M, appartient déjà, 
comme multiplicité de zéros, à une fonction entière de x et y, à savoir au numé- 
rateur de la fonction méromorphe q(v, y) — u. 

Si nous considérons les différentes fonctions entières | g,(x -- mo d mo, 
yd mig--nip'2ipa) obtenues en donnant à m, n et p toutes les valeurs 
entières, positives, négatives ou nulles, chacune de ces fonctions admet comme 
zéros une seule multiplicité simple qui se déduit de M, par la translation 
(mow+ nol, mig 4 nip! 2ipz) dans l'hyperespace à quatre dimensions représen- 
tatif des variables x et y. Les multiplicités obtenues par ces translations 
peuvent être ou bien distinetes de M,, ou bien confondues avec M,. Nous con- 
sidérerons toutes celles qui sont distinctes entre elles, en ne prenant qu'une fois 
chaeune d'elles; nous avons ainsi un nombre de multiplicités qui pourra étre 
infini, ou bien fini ou méme égal à r: nous ne pouvons rien affirmer à cet égard. 
Toutes ces multiplicités distinctes font évidemment partie des zéros de la fonction 
p(x, y) — w et par conséquent, nous pouvons former une fonction entière 
G,(x,y) admettant pour zéros toutes ces multiplicités distinctes et pas d'autres 
zéros. Les zéros de G,(v, y) admettent évidemment les trois systèmes de pério- 
des (o, 2477), (w, 78), (w', ig"). De plus G,(v, y) est irréductible relativement à ces 
trois systèmes de périodes, d’après la façon méme dont on l'a formée. 1 
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33. La considération de cette fonction entière G,(x, y) va nous permettre 


de démontrer que les intégrales des équations (13) ne peuvent pas admettre de 
modules de périodicité qui ne soient pas des constantes indépendantes de u. 

Soient en effet a et b un système de modules de périodicité conjugués pour 
les deux intégrales des équations (13), a étant relatif à æ et b à y. Si wa une 
valeur non particulière a et b seront, au moins dans un certain domaine de la 
valeur considérée pour w, des fonctions analytiques régulières de w, (ou des 
constantes). 


Si le point (v, y) de la courbe 
R(2, q, wu, 1) =0 


décrit à partir du point (z, g,) un cycle correspondant aux périodes (a, 5), l'élé- 
ment (x, y, 5, p,q) de la caractéristique part de l'élément initial (v, Y1, 21, pi, qi) 
pour aboutir à l'élément final (x, +4, y, +0, %, p,, 9,) et comme ce dernier élé- 
ment doit appartenir à l'intégrale z — f(x, y), on aura: 





(15) f(x, d 0,3, + 6) a ihe Yı) ie 
Af (x, -- a. y, +b f(x, yj, 
(16) df (a LE y VER N HZ 2 


óf(r,*a yb) fl, y) _ 
(17) rn Ein LS 


Le système de valeurs (x,, y,) a été choisi de façon à satisfaire à: 
(18) Pi, Ys) = U. 


Supposons que nous laissions y, constant et que nous fassions varier uw; 
x, est alors fonction de w, et par suite aussi «a et-b. Derivons la relation (15) 


par rapport à wen tenant compte de (r6) et (17); il vient toutes réductions faites 
p,da t q,db —o 

ou bien comme p, — wq, et q, ~ 0 

(19) da 4- «db — o. 


D'autre part (a, b) est un système de périodes pour les zéros de la fonction 
G,(v, y). Done les zéros de G,(x, y) admettent chacun des quatre systèmes de 


périodes (0, 212), (w, 19), (w', 13), (a, b). | Désignons par 4», 1,3, 42,3, 14 
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M24, M34 les six entiers caractéristiques relatifs à ces quatre systèmes pris deux 
à deux pour 6. (v, y). 
Nous aurons alors, que ces systèmes soient distincts ou non, la relation 


indiquée paragraphe 2, et qui, dans les notations actuelles prend la forme suivante: 


alu, 8 us P+ 21,2 70)8 + bti, 0 — 1,50) + ta (09 — o B)i + 


+ 207 Uo, 4 Q! + 2770340 = 0. 


Comme les entiers ne peuvent être fonctions de u, on aura: 
da(u,s B + u»,1 B' 4-2 ua, 2) + db (us, o ©! — 14,30) = 0. 


Or la quantité u,,3 9 + 21 3’ + 203270 est nécessairement différente de zéro, 
puisque la fonction @, (x, y) s'annule; en comparant cette relation à (r9) on voit 
que si da et db n'étaient pas nuls tous deux, on aurait 


(tt, B + ui 9 + 203,2 7t) € — (1,2 0' — 3,10) = 0 


et cette relation est impossible puisque « a une valeur quelconque. On a done 
nécessairement da — o, db — o; « et b sont des constantes indépendantes de w. 
Ceci posé, la relation (15) doit être en x, et y, une identité; car sans cela elle 
établirait une relation entre x, et y,, qui ne sont assujettis qu'à vérifier la relation 
(18) où u est arbitraire. Donc (a, b) est un systeme de périodes de f(a, y); si 
nous supposons que f(x, y) wa pas d'autres systèmes de périodes que ceux qui sont 
des sommes de multiples conjugués de (o, 277), (w, tp), (e, 19") on voit que a et 


b sont de la forme: 


a — mo + nu! 


b — mij +nif!+2ipr. 


En particulier, si l'on considére un point singulier logarithmique des inté- 

I ! ! 

iid ; a mutno 
grales des formules (13) les résidus en ce point seront de la forme — 
217 

la I ol I 

ER dn mp+tnP+2Ppn c : 

pour la première intégrale et —— p pour la seconde. Les trois entiers 

27 
m', net p' sont ainsi définis d'une façon unique pour chaque point logarithmique, 


car on ne pourrait, sans modifier la valeur d'une au moins des deux fractions 


précédentes, modifier les valeurs des entiers m’, n' et p. 


34. Des deux intégrales des formules (13) celle dont la nature des points 
singuliers est le plus facile à discuter, est celle qui est relative à y. En se 


reportant à la Note IT de la fin de ce Mémoire, on trouvera la démonstration 
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de ce fait que l'intégrale qui donne la valeur de y ne peut avoir que des singu- 
larités logarithmiques simples. On peut affirmer qu'elle possède effectivement 
quelque point singulier logarithmique; car ses modules de périodicité sont pure- 
ment imaginaires, elle ne peut done pas étre de premiére espéce; elle ne peut 
non plus se réduire à une constante, car on ne peut pas avoir pour tous les 
points de M,, y — const. (paragraphe 9). Cela résulte aussi, d'ailleurs, d'une 
relation entre les résidus de cette intégrale et les entiers 41)», 32, M31 déjà 


considérés et relatifs à G,(x, y); tous les résidus de Vintégrale considérée sont 


réels; la somme de tous les résidus de méme signe est égale à + — (1,3 B + 10,1 D + 
, on" ^ I CS 


--215,::); nous supposons toujours que uw n'a pas une valeur exceptionnelle). 
En effet, l'intégrale (Q(z, q, u)dz n'ayant que des modules de périodicité de 
J v B : 

> 


la forme mi? 4 nij --2ipo, sa partie réelle est une fonction uniforme sur la 
surface de RIEMANN (3) relative à la courbe 


R(2,q,w, 91) — o. 


Cette partie réelle ne devient infinie qu'aux points singuliers logarithmiques 
de l'intégrale; elle est infinie positive aux points logarithmiques de résidu négatif, 
et inversement. Désignons par As l'un quelconque des points logarithmiques à 
résidu négatif et sur la surface de RIEMANN N (supposée fermée) entourons 
chaque point A, d'un trés-petit contour c, et appelons 3' la surface X dont on 
a retranché toutes les petites portions intérieures aux contours cs. Sur la surface 
Z' la partie réelle de 


y, {Qe q, u)dz 


21, 471 


sera inférieure à un nombre réel K choisi assez grand; si done on pose: 


où « et « sont les parties réelle et imaginaire de y, aux valeurs de y pour 
lesquelles: 

UK 
ne pourront correspondre, dans la formule (13), que des points de la surface X 
intérieurs à l'un des contours ¢,. 


Choisissons pour un point (z, y) intérieur à c, Pune des déterminations possi- 
bles de 
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21, Qi 


et exprimons z et q pour la portion trös-petite c, de 3, comme fonctions régulières 
d'un paramètre très-petit ¢, (de fagen, bien entendu, qu'à un point de c, ne cor- 
responde qu'une valeur de t). 

Dans ces conditions, y est une fonction de /, définie aux multiples près de 
la période polaire purement imaginaire relative à 4,; si X, désigne un nombre 
positif assez grand supérieur à K, à une valeur de y pour laquelle «> KA, cor- 
respondra une seule valeur de /, et par suite une seule valeur de x par la formule 


29 
q 2, + Peng; wide 


D 


21, q1 


où l'intégrale a la valeur conjuguée de celle de y; remarquons que l'intégrale qui 
donne x n'a pas d'autres points singuliers que ceux de l'intégrale relative à y; car 
sur M, x ne peut pas devenir infinie sans que y le devienne (paragraphe 9). 
Nous avons ainsi défini v comme une fonction uniforme de y pour «> Ky; 
et comme sur la multiplicité M,, x considérée comme fonction de y n'a pas 
d'autres points singuliers que des points de ramification, on voit que x sera une 


une fonction régulière de y dans la portion du plan de y défini par « > K,; soit 
gg) 
la fonetion ainsi définie. 
Appelons 


— (ans c + ns c) — (ms B + m, B' + 2; ps sx) 
u et 
207 27 
les deux résidus en A, des deux intégrales précédentes. 
On a 


m; B --m,D'--29,7t > 0 
st L 


puisque le résidu est négatif pour l'intégrale relative à y. Si le point £ fait, dans 
son plan représentatif, le tour de l'origine dans le sens indirect x et y augmentent 


respectivement de (msc + no), (ms p 4 ins p+2ip,z). Done on a 
x+mw+ ngo! = Xs,(y + mt ns ip + 2psiz). 


Cherchons tous les entiers m, n, p, pour lesquels on a, en supposant toujours «> Ky: 
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x+mo+ no! —=A,(y+mip+niß + 2pix). 


Comme z et q sont des fonctions uniformes de x et y aux périodes (o, 277), 
(co, 19), (w', ig) (formules 14), si y augmente de (miß+nip'+2pin) et x de 
(mc 4- co!) le point (z,.9) décrit un contour fermé qui, dans le cas actuel, est 
tout entier dans c,, puisque « reste supérieure à K,. Or dans c, les intégrales 
précédentes n'admettent qu'un seul systeme de modules conjugués (mc + m; e), 
(mstP +nsif 4-2ps?z) et par conséquent on doit avoir À étant un entier 


m + mo! = A(mso + ngo) 


mi -rmip + 2pir = (mil + nif! + 2psix) 


ce qui montre que les augments conjugés pour la branche principale 
TX (1) 


sont mo + nsw! et i(ms p 4- ms p + 2 psi). 

Si il y a en tout A points 4,, en faisant s—1, 2,...h nous aurons mis en 
évidence 4 branches principales; si X’ désigne le plus grand des nombres K,, nous 
aurons ainsi pour «> K' h branches principales pour les zéros de G (x, y). 

Montrons que ces h branches sont distinctes pour les trois systèmes de 
périodes (o, 277), (c, if), (w', 181) et qu'il n’y en a pas d'autre. 

Si, en effet, deux des A branches n'étaient pas distinctes, on passerait de 
l'une à l'autre par l'addition à x et y de multiples des périodes; mais comme 2 
et q sont des fonctions uniformes de x et y admettant ces périodes, les points 
(z, q) correspondant sur la surface de RIEMANN aux deux branches principales 
seraient les mémes: cela est absurde puisque les deux branches correspondent à 
deux des contours c, différents. 

Si maintenant (x, y) est un zéro quelconque de G,(x, y) pour lequel la partie 
réelle de y est supérieure à K', il y a un zéro homologue (x mc 4 no, 
y+mip+niÿ +2pix) situé sur M, et pour lequel on a aussi «> K'. A ce zéro 
correspond done un point (z, g) intérieur à l'un des contours c, et, par conséquent 
le zéro considéré aura bien un certain homologue sur la branche principale cor- 
respondante. Il n'y a done pas d'autre branche principale que les A branches 
trouvées plus haut. 

Enfin, il est bien évident que chaque branche principale ne doit être comptée 
qu'une fois, d’après la facon méme dont on a formé G(x, y). 

Nous pouvons alors appliquer les formules obtenues au paragraphe (2r). 


(0 


Elles donnent, si a sa partie imaginaire positive 


(e) 
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} = 
s=h 

^ 
1,9 = > ise 


$—1 


On voit d’après cela que la somme des résidus négatifs de l'intégrale 
ms + ms B. + 2ps zt 


SQ, q, u)dz, qui est la somme des h quantités — = 
27U 


est égale 


+ 3.1 p + 10,2 g ae 219,3 IE 
a — 9 — = . 
2.16 
35. Revenons maintenant à la décomposition de q(v, y) — u en ses facteurs 
irréductibles quant aux périodes (o, 2i7), (w, 72), (o, i). Nous avons mis en 
UT : : ; p(x, y) — U 
évidence un premier facteur G,(x, y). Supposons que le quotient Pen 
; CERN 
admette encore des zéros. En prenant lun de ces zéros (v; y,) arbitrairement 
mais sous les mêmes restrictions que pour (x, y,) nous aurons les équations 


d'une multiplicité M, sous la forme 


24 
TETE | Pt, q, u)dz 
mp 
2,4 
4 — 4j; 4 IC q, u)dz 
2,0 


où les intégrales sont attachées à l’une des courbes 
R (2, q; u, yx) = o 


à savoir, à la courbe sur laquelle est situé le point (2,,g,). Or nous avons vu 
que Jes modules de périodicité et en particulier les résidus des intégrales 
J'P(z, q, u)dz et (Q(z, q, u)dz sont indépendants de u. On peut, comme nous 
l'avons vu, faire décrire à la variable « un cycle choisi de telle sorte que la 
courbe R(z, q, u, 7,) = o se change en l'une quelconque des courbes R(z, q, u, 7x) — 0. 
Done les divers résidus des deux intégrales sont les mêmes, quelle que soit celle 
des courbes à laquelle elles sont attachées (w ayant toujours une valeur non 


particulière). 
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Done si avec M, nous formons une fonction entière G, (x, y), comme G, (x, y) 
a été formée avec M,, les entiers caractéristiques de @,(x, y) seront les mêmes 
que ceux de G,(x, y), d’après les formules (20). 

En poursuivant la décomposition de (x, y) — u on ne pourra obtenir qu'un 
nombre limité de facteurs irréductibles tels que G',(v, y); soit o ce nombre. D'autre 
part, appelons mu», "3, msi, les trois entiers caractéristiques pour la fonction 
triplement périodique g(a, y) aux périodes (o, 2?;r), (w, 72), (w', 49). Imaginons 
g(x,y) écrite sous la forme du quotient de deux fonctions entières, H, (x. y) 
et H,(x, y) sans facteur commun. H,(x, y) admet les entiers caractéristique mi», 
mos, et ms, et ses facteurs premiers relativement à (0, 202), (w, 19), (w', 78") sont 


les o fonctions G,(x, y), G,(v, y)... . Go(x, y). Il en résulte que: 
(21) Ma,2 — Qui,2, Mas — Qii2,3, Myı — QUs,1. 


D'aprés cela o ne peut être qu'un diviseur commun à 1,9, Mas, maj. 

Il est facile de montrer que o est un multiple de » (en désignant toujours 
par n le nombre des courbes R(z, q, u, yx) = 0). 

Reportons nous à la relation (18): 


P(X, yu) u 
avec 


R(2, dis U, 91) =O: 


Laissons y, constant et faisons décrire à u un cycle fermé ayant pour effet 
de changer 7, en 7,; appelons xv’, la valeur finale de x, et z',, q', les valeurs 
correspondantes de z et q. 


I] est clair que l'on aura: 
Riz, 194, Us V2) = 0 


et que par conséquent (az, y,) sera un zéro de g(a, y) —u appartenant à une 
multiplicité simple relative à R(z',, q',, wu, 7;) — o. 

Il est bien facile d'en conclure qu'à chaque facteur Gi(x, y) relatif à 
R(z, q, u, y7,)=0 correspond un facteur analogue relatif à R(z, q, u, y,) — o . et 
inversement. Par suite, parmi les o facteurs de décomposition de p(x, y) — u il 
y en a le méme nombre relativement à chacune des n courbes R(z, q, u, 7k) = 0. 


On peut par suite poser: 
I 
Q— "p 


o élant un entier positif. 
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36. A l’aide des résultats obtenus, il est facile de résoudre la question 


suivante : 
Etant données les deux équations: 


f(x, y) —È 


(22) (CARTIER 


où 5 et w ont des valeurs données quelconques, combien y a-t-il de systèmes de 
valeurs distincts de x et de y qui vérifient ces deux équations? On considère ici, 
comme non distincts des systèmes de valeurs de x et de y ne différant que par 
des multiples conjugués des périodes (o, 277), (w, tp), (w', i). 

De plus, il n'est question que des systèmes de valeurs de x et y qui dé- 
pendent de © et w, en d'autres termes nous excluons les points d'indétermination 
de f(x, y) et p(a, y). 

Il s’agit donc, d’après ce qui précède, de trouver toutes les solutions de 


l'un ou de l'autre des o systèmes d'équations: 


[f(x y) —5 


k= 
| le, y) —0 





(23) 1552: 510) 
Soit M; la multiplicité simple de zéros qui a servi à former G;(v, y). Tout 
zéro de G,(x, y) a un homologue sur My. ll suffit done de chercher les points de 


M;. pour lesquels on a: 


Substituons pour cela dans f(x, y) les expressions d'un point de la multi- 
plicité M;, expressions qui sont de la forme: 
2,9 


C= 1074 [ Pe, q, u)dz 


y = yx loc. q, u)dz. 


2%, Ik 


SE, 
N 
= 
= 
I 


Comme la caractéristique que définissent ces formules est tout entière sur 
la surface z= f(x, y), les expressions précédentes de x et y substituées dans f(x, y), 
donneront identiquement : 


f(x, y) — 2 
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Done pour que les formules (24) donnent un point de M; vérifiant 
f(x, y) —5 


il faut et il suffit que, dans ces formules. z — ©. 

Soit » le degré commun par rapport à q des différentes courbes R(z,q, u, 7x) — o. 
Pour chacune de ces courbes il y a done » points pour lesquels z — 5. Soient 
(Z, qi) (avec 1 — 1, 2, ... v), les » points qui se rapportent à la courbe à laquelle 
se rapporte J/;; ils seront distincts puisque [ a une valeur quelconque. Les v 
points (x, y) correspondants seront aussi distincts car l'on a toujours dans les 


0f (2, 4 2 : » 
formules (24): q— - P deux points (x, y) homologues donneraient la même 


valeur de q. En donnant à k successivement les o valeurs 1, 2,...g on aura 
done vo systèmes de valeurs distincts comme solutions des équations (22). Ces 
re systèmes de valeurs sont bien distincts: car si deux systèmes de valeurs pro- 
viennent d'une méme multiplicité M; nous avons vu qu'ils sont distincts; si ils 
proviennent de deux multiplicités différentes M,, M, relatives par conséquent à 
deux facteurs différents G;(r, y) et G,(r, y), si pour une valeur quelconque de ¢ 
ile étaient homologues, c'est que les deux multiplicités M;, M, seraient elles- 
mémes homologues, comme on le voit en laissant » constant et en faisant varier 
£ de façon quelconque. Par suite les facteurs G(x, y) et Gs(x, y) auraient les 
mêmes zéros, ou en d'autres termes q(x, y) — u aurait un facteur double. Mais 
comme q(r,y) n'est pas une constante et admet les trois systèmes de périodes 
(0, 2 iz), (o, ig), (w, ip!) elle renferme nécessairement la variable x d'une facon 
s Su ; bs. ) A s 2 . A 
effective (paragraphe 2) c'est-à-dire que > n est pas nulle identiquement. Or 


0 S ; EPA EA 3 : 
y n admet qu'un nombre limité de facteurs tels que G;(v, y), done la circon- 
UT 


stance d’un facteur double dans v(x, y)—w ne peut se produire que pour un 
nombre limité de valeurs de u. Parmi les vo points (Z, q() obtenus précédem- 
ment. on voit facilement combien il y en a de distincts. Sur chacune des n 
courbes R(z,q, u,7)—0, il y en a » distincts: done, en tout, il y a n» points 
distincts parmi les vo points (Z, g/). Nous avons posé plus haut: o—n0': 9' dé- 
signe le nombre de facteurs @;(v, y) qui se rapportent à une méme courbe. 
Done chacun des ny points distincts figure o' fois parmi les points (5, gjP); en 
d'autres termes à chacun des ny points distinets correspondent o' systèmes de 
valeurs distinctes pour x et y. Nous emploierons, en conséquence, les notations 
suivantes: chacun des nv points distinets sera désigné par (5, ge) (t — 1, 2, ... AY) 


ct les o' points (x, y) correspondants seront désignés par (x), OND) OUP, Rear (Or 
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. On aura d'aprés cela: 


ANP, yg) 


(25) t= m =; 25 Ua nv) 
en posant 

) 

PL, 

qt 
on aura: 

Of (a, y) 

(26) pi et (ae, 0!) 


du 


(puisque p(x, yf?) = u). 

Si l'on considère deux systèmes de valeurs (4(?, y(?) et (29, yf) de méme 
indice inférieur et d'indices supérieurs différents, comme ils se rapportent au 
méme point (Z,q;) ils se rapportent à la méme courbe A — o. Il résulte alors 
immédiatement des expressions de a), m, af), y!" sous la forme (24) que les 
différences a — al”) et y(?— yf restent invariables lorsque u étant constant 
on fait varier £: elles ne sont done fonctions que de #. D'ailleurs l'une au moins 
de ces deux différences doit dépendre effectivement de u. Car si elles étaient 
constantes toutes les deux, on voit facilement qu'elles seraient pour f(x, y) un 
système de périodes et par conséquent de la forme (mu + n ol, mif + ni! +2 ipa). 
Les points (x, y") et (x, yf) ne seraient pas distincts contrairement à ce 
que l'on a vu. 

Désignons maintenant par z, p, d' un système quelconque (non particulier) 
de valeurs satisfaisant à 


(27) TOT (EZ ore Vero) 
et recherchons les systèmes de valeurs de x et y distincts satisfaisant aux trois 
équations: 
Ü d : 
(28) f(a y) =z, f p. / q'. 


0x o Ü y 


p 


Posons pour cela w ,; 7 et u auront des valeurs quelconques et les solu- 


tions cherchées devront être comprises dans les vo solutions des équations: 


(29) 


Les nv valeurs distinctes de q de la discussion précédente sont données 


manifestement, par l'équation 
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(30) F(2', qu, q)—0 


débarrassée si il y a lieu des solutions q— o; car F(z, qu, q) est le produit des 
n facteurs R(z', q, u, 7). 

Mais l'équation (30) est vérifiée pour q — q', car ug’ — p', et elle se réduit 
alors à (27). Done g' est une des nv valeurs distinctes de q;. Les seules solu- 
tions du systéme (29) qui peuvent convenir au systéme (28) sont celles pour les- 

q! 


quelles q,— q'; elles sont en nombre 9' et comme *,—w on voit d’après (25) et 
p 


(26) qu'elles conviennent effectivement. 
Done le système (28) a o' solutions distinctes pour un point (z, p, g') non 
particulier de la surface 


(31) i TR (og) 0: 


Nous avons ainsi une interprétation de l'entier o'. 


Considérons maintenant le systéme d'équations: 


| f. y) — 2 
| p(x, y) =u 


comme définissant x et y en fonction des deux variables indépendantes 2 et u. 
RASE D ; " dx 

Les dérivées partielles du premier ordre de x et y par rapport à z et u, 5. , 
- 
dy Ou dy 5 A 2 FERN , : : 8 

E BAER OUT ont, d’après ce qui précéde vo déterminations pour chaque système 
0% Ou OU D 

de valeurs non particulières de z et uw, puisqu'il n'y a pour x et y que ro déter- 


minations distinctes aux multiples prés des périodes. 


37. Ce fait est de nature à faire prévoir la nature algébrique de ces quatre 
dérivées comme fonctions de z et w. En ee qui concerne les deux premières 
dx dy Re AB 2 : hrs 
7, eb ; on voit immédiatement qu'elles sont des fonctions algébriques de z et 
02 (2 » 


u (formules 24). On a, en effet, 


a dy 
P . ~ 
Ta Pea PP Q(z, q, w) 
où 2, q et w sont liés par une relation algébrique: 


R(2, q, w,,yx) = 0 


ou bien encore par la relation: 
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(33) F(z, qu, q) —o 
débarrassée, si il y a lieu, des solutions q — o. 
2 Wee 7, Oo) 2 à . di 
Nous allons montrer que > etj sont aussi des fonetions algébriques de z 
U U 


et u. 
Considérons la relation (33) comme définissant une surface, dont un point 
quelconque a pour coordonnées (z, q, «). Cette surface ne se décompose pas en 


plusieurs autres, sans cela comme on le voit sans peine, la relation 
F(z, p, q)=0 


se decomposerait aussi. Mais sa section par un plan w — constante peut se dé- 
composer en plusieurs courbes 
R(2, q, wu, yx) — o 


comme nous l'avons supposé plus haut. 
Les intégrales 


c 
[rt q, u)dz et | qc. q, u)dz 

relatives à l'une de ces courbes u — const. n'ont que des modules de périodicité 
indépendants de w et qui sont de la forme mo + no! et mig + nig' + 2 pin. On 
peut alors trouver deux fonctions rationelles P,(z,q, u) et Q,(z, q, u) de z, q et 
u telles que 


P(z, q, u)dz + P,(z, q, u)du 


Q(z, q, u)dz + Q,(z, q, u)du 


soient, relativement à la surface (33) des différentielles totales exactes de z et u 


et 


prises comme variables indépendantes. 
Que z et w puissent être prises comme variables indépendantes cela résulte 
de la discussion que nous avons faite des équations (32), discussion établie sous 
OF OF 


i (7 n'est pas nul pour tous les éléments 
op 0q 


lhypothése du début que p 


de z—f(x,y); mais on le voit aussi directement sur l'équation (33); car cette 

relation renferme nécessairement q lorsque F(z, p, q) n'est pas homogène en p 
: OF OF 

et q, c'est-à-dire lorsque p dp +97 2m o n'est pas nécessairement vérifiée comme 

conséquence de F=o. L'existence des fonctions rationnelles P,(z, q, u) et Q,(z, 9, u) 

satisfaisant aux conditions posées est un théorème connu de la théorie des diffé- 

rentielles totales attachées à une surface. (Prcamp, Fonctions algébriques de 


deux variables indépendantes, tome I, page 102). 
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Toutefois, comme nous supposons possible ici la décomposition des sections 
u—const. nous allons rappeler brièvement la démonstration en l'adaptant à 
ce cas. 

Soit (z, u, g) un point quelconque non particulier de la surface (33). Il 
appartient à une, et à une seule des courbes: 


Riz, q; wu, yx) = o. 


Soit z, une constante absolue. Il y a sur la courbe précédente » points 





pour lesquels 2—2,. Soient (2,, g'n) (n — 1, 2,... v) ces points et posons: 


Dès que le point (z, g, u) est donné ( non particulier) S a une valeur bien 
déterminée aux multiples prés des périodes. Comme ces périodes sont des con- 


0S ; = tee : DAVE Bac 
stantes j, aura une valeur déterminée sans ambiguité. (S est considérée ici 
ou 


comme fonction des deux variables indépendantes z et w). Si done nous posons: 


2,q 
n -—v ^" 
ENS ae 
P > | lz 
2 Ou 
n=1e 
9o dg 
nz 1 PRA > : — 
où ;. se rapporte à P considérée comme fonction des deux variables indépen- 
du 


dantes z et u, P, aura une valeur unique en un point quelconque de la surface. 
On en conclut ensuite facilement que P, est une fonction rationelle de (z, u, q). 
On a évidemment: 


0P, oP 


dz Ou 


les dérivations ayant toujours la méme signification. On trouvera de la méme 


facon une fraction rationnelle Q,(z, q, u) telle que: 


dQ, dQ 


Jz du 


et, par conséquent, on aura deux différentielles totales exactes: 
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Pdz + P,du 
Qdz + Q,du. 


Ceci posé, nous pouvons prendre dans les équations (32) pour x et y les expres- 
sions (24) où Pon suppose: 


(37) qvx, yx) 12s 


Dans cette dernière relation lorsque # varie nous pouvons laisser y; con- 
stant et considérer s; comme une fonction de u (paragraphe 9). Alors z; et qx 
qui sont donnés par 


d of (tx, Yk) 


d f(r, Ux), qk ° dy 


sont fonctions de « seul. En dérivant les formules (24), il vient: 


2,q 
dx dx, SCE di 
—— + dz — P(zr, dk U)—— 
du du | du (Zk, qi, %) du 
je Ir 
2,q 
dy ‘dQ dz. 
— — lz —Q(zk, Wk, 2 - 
Ju | du. Q(z, qi YS" 
Z}s Ve 


Ces formules se simplifient à l'aide de (35) et (36). On obtient: 


- P(ex, qs, %) 


du 


CEE SE dx, 
| P,(z, q, u) — Pen qi, U) + 3, — 


0y 
= Q,(z, q, u) — Q(2r, qx, u) — Qlzr, qu. U) 


du 


Dans la première de ces formules, les trois derniers termes et dans la se- 
conde les deux derniers termes ne sont fonctions que de w. 


Nous poserons 


lx; : 12j 
| iV Q0) — Pi(2x, Ik; u) x 2 (25; Ak; un 
(30) 
Lz 
| iQ) Q (zi, qi, U) — Qi. qu, du 


D'où 
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dx 
m (uw) = ju B6 q, u) 
(40) 
CY - 
MD) SE OU 
(u) = 7 — Qıl2 @ %) 
= dx Ody A 5 5 
Nous avons vu que RD. ont vo déterminations lorsque z et « sont don- 
U 


nés de façon quelconque. A chacune de ces determinations correspond une valeur 
déterminée de q, de telle sorte que. d’après (40), »,(u) et 1,(u) ont vo détermina- 
tions. ll est inutile pour ce qui suit de se demander si ces déterminations sont 
toutes distinctes. Etudions la nature des points singuliers de »,(w) et 7,(u). ll 
résulte de ce que nous avons dit paragraphe 9, que si u, désigne une valeur quel- 
conque, sans aucune exclusion de valeurs partieuliéres, il existe un nombre posi- 
tif & tel que toute détermination de x dans la relation q(x, y;) = wu où l'on sup- 
pose [u—u,|<e et y; constant, sera racine d'un polynôme entier en v, P(x) 
dont le terme du plus haut degré en x a pour coefficient l'unité, les autres coef- 


ficients étant des fonctions régulières de w pour |u — »,| £«; et cela est encore 


eoi i I eae 
vrai méme si u,—%®, en changeant 4 — u, en ; En effet, on peut choisir & 
] 


assez petit pour que à chaque système de valeurs («', w) de x et u corresponde 
un polynôme normal r(x) valable pour le domaine 2¢ autour de (x', u). Si w 
appartient au domaine |w—w,|«*, tous les coefficients de r(x) sont des fonc- 
tions régulières dans le domaine |w— «w,| « «. Si v, — c, on raisonne en chan- 


I ; N 3 ; A 
geant wen —. Il résulte alors de là, que, quelle que soit la détermination 
Wu 


choisie pour x,, « appartenant au domaine |w — w,| «s, on pourra toujours la 
développer au voisinage de w — u, en une série de la forme: 

1 n 
(41) = + a, (wu u)". + + aa u) + 

1 

procédant suivant les puissances entières et positives de (u—u,)", « étant un 
entier positif, et convergente pour un domaine [u—u,|<e. Si l'on substitue 
ce développement de v; dans les expressions de z; et gx 


Of (Xk, yx) 


22 — fs YR)» Ok dy 


on voit clairement que u— x, est un point ordinaire ou un pôle algébrique, ou 
seulement un point de ramification algébrique pour l'une ou pour l'autre des 


fonctions 2, et gr. 
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ell en est évidemment de méme pour tous les termes des seconds membres 
de (39) puisque P,, P, Q, et Q sont des fractions rationnelles. La détermina- 
tion que l’on considère de »,(u) ou de »,() est done régulière pour u — u,, ou 
bien admet ce point comme point de ramification algébrique, ou bien l'admet 
comme pôle algébrique. Le résultat subsiste méme pour w,— ©, d’après ce que 
nous avons fait remarquer. I] en est de méme pour chacune des vo détermina- 
tions de n,(u) et n,(u). 

Si l’on considère alors une fonction symétrique rationnelle et entière des 
vo déterminations de »,(u), cette fonction étant une fonction uniforme de u, ou 
bien sera régulière pour w—w, ou bien admettra w, comme pôle. Cette conclu- 
sion subsiste méme pour u, — «c. Or une fonction uniforme de w qui n'a pour 
points singuliers que des pôles, même pour # — o, est une fraction rationnelle 
de u. Il résulte de là que 7,(w) et r,(w) sont des fonctions algébriques de wu. 


Ox "E 
Les formules (40) montrent alors que et 7 


3 j, sont des fonctions algébriques de 
u u 


u et 2. 


38. Déterminons maintenant une fonction algébrique v de z et w permet- 


Ie Ox Oy Oy 


. . . r . ( 
tant d’exprimer les cinq fonctions algebriques q, j sous forme de 


u 02’ Ou’ 02 
fraction rationnelle en z, u et v. 
Il suffit de poser pour cela: 


(42) U hq as A, 


où les A sont cinq constantes arbitraires, non choisies de façon particulière. 
Soit: 
(43) Oz 0) —0 


la relation algébrique, entière et irréductible qui lie » à z et w. 


Les relations 
f(x, y) =z, 


p(x, y) — wu 


du Oy 0% 0% i 7 : 
permettent de caleuler no wa? gis gy? en fonction méromorphe et triplement 
ou OU 02 2 


périodique de x et y aux périodes (0, 27), (c, 78) (w', i"). Comme de plus 
_ f(x, y) 


j , on voit dans la relation (42) que » est une fonction méromorphe de 
dy 


q 


æ et y aux mêmes périodes. 


26 
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Soit: — 
(44) v =f, (x, y). 
Soient maintenant 
dx R dx S (z ) 
= 2 JE TR EI » v); 
ae ,(2, u, v) du ie 
0a à dy 
z-— R,(z, u,v), ——=S,(2, u, 
FF R,(2, u, v) dum zu) 


les expressions 


des dérivées de v et y en 


fractions rationnelles de z, 4 et v. Nous 


aurons: 


Z,u,v 


oor + [me u, v)dz + 8, (2, u, v)du, 


20, Uo; Vo 


(45) 


Z,U,v 


gy [Rol u, v)dz + S,(z, u, v)du, 


€ 
Zo» uo, Vo 


où x, y, sont deux constantes arbitraires, pour lesquelles toutefois f(r,, Yo), 
ps Yo) et Filz, Yo) ne sont pas indéterminées, de telle sorte que z,, %, v, sont 
définis sans ambiguité par 


2 
"0 


=, f(x, Yo)s Dos h (ao, 4 0); Uy = 


qp (Xp, Yo): 


On suppose encore que (2, #%, v,) n'est pas un point singulier des intégrales 
précédentes, qui, bien entendu, se rapportent à la surface (43). 


^ 
CA 


Supposons que le point (z, u,v) décrive sur cette surface une ligne quel- 


conque fermée; si (a, b) est le système de modules de périodicité conjugués des 
deux intégrales pour ce cycle fermé, on aura 


fa + a, y + b) — f(x, y) 


puisque z a repris finalement sa valeur initiale. Comme f(x, y) n'a, par hypo- 


thèse, d'autres systèmes de périodes que des sommes de multiplies de (o, 27), 


(w, 72), (w', 9') on a nécessairement: 


a — mo + nw! 


b 


mi mni + 2 pin 


(m, n, p entiers). Done à un point (z, w, v) non particulier de la surface (43) 
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correspond, aux multiples près des périodes, un seul système de valeurs pour 
(ey). 

Inversement à un point (x, y), correspond un seul point de la surface, par 
les formules: 


2/2, y) w-dq(x y; vef y; 


il n'y a exception que pour les points d'indétermination de f(x, y), pa, y) et 
hx, y). 


Ü à À : : : 
Nous savons que q =; s'exprime en fonction rationnelle de z, « et v. I 
: = 0 f 5 p 
en est par suite de méme de p — j,» Puisque 7 =u. 
OX 


Done a un point de la surface 


(D(25 225; mo 
correspond un seul point de la surface 
F(z, p. q) 40 


Mais à un point (z, p. q) de cette dernière surface correspondent 9! points 
de la surface (2, w, v) — o, puisque nous avons vu qu'à ce point (z, p, q) cor- 
respondent o' systémes de valeurs distincts pour x et y. 

Pour arriver à la conclusion qui est notre but, il nous faut étudier la na- 
ture des singularités des deux intégrales qui figurent dans les seconds membres 


des équations (45). Il est avantageux pour cette étude d'effectuer sur la surface 
Q(z, wu, v) —0 
une transformation bi-rationnelle, la changeant en une surface 
QUE VW 


n'admettant pas d'autres singularités que des courbes doubles avec points triples, 
de tele sorte que chaque point de la surface est ordinaire pour la nappe à la- 
quelle il appartient, à l'exception des points-pince; mais on peut supposer qu'au- 
eun de ces points spéciaux n'est singulier pour l'une des intégrales (45). 

Les coordonnées U, V, W d'un point de ®, — o étant des fonctions ration- 
nelles de z, w et v seront des fonctions méromorphes de x et y aux périodes 


(0, 227), (w, vB), w', 9"). Soient: 


(46) U-ry, Very, W=Y,(x, y). 
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Ces trois fonctions n'admettent pas d'autres systèmes de périodes qui leur 
soient communs, que ceux qui sont de la forme (mw + no', mig + nig + 2pix) 
puisque U, V, W reprenant les mémes valeurs, z reprend aussi la méme va- 
leur. Les intégrales (45) n'admettent que des modules de périodicité de cette 
forme. Si (x, y,) est un systeme de valeurs données pour x et y, à tous les 
systèmes de valeurs (x, + mw + no, y, + mip + nip' + 2 piz) correspond un méme 
systeme de valeurs de U, V, W défini d'une facon unique; il n'y a exception 
que si (x, y,) est un point d'indétermination pour l'une des trois fonctions #;, 
ip, ou P, Ces points d'indétermination forment un ensemble dénombrable et 
nous appellerons E l'ensemble dénombrable des valeurs de y correspondantes. 
Nous appelons J, et J, les deux intégrales des seconds membres des équations 
(45) et nous supposerons, ce qui est évidemment permis, que x, et y, sont nuls. 
On aura: 
| Bde 
| y — dy, 


où J, et J, sont exprimées en fonction du point (U, V, W). 


(47) | 


39. Nous montrerons tout d'abord que lintégrale J, n'a pas d'autres sin- 
gularités que des singularités logarithmiques simples (c'est-à-dire non superposées 
à des singularités polaires). 

Il nous suffira de montrer que le long d'une courbe algébrique arbitraire 
L prise sur @,(U, V, W)—o l'intégrale J, se réduit à une intégrale abélienne 
n'ayant d'autres points singuliers que des points logarithmiques simples. 

Or les coordonnées (U, V, W) d'un point de I’ satisfont à une relation 
algébrique entière @,(U, V, W) — o distincte de ®, —o. Si dans ®, on remplace 
U, V, W par leurs expressions en fonction de x et y, ®,(U, V, W) se réduira 
à une fonction méromorphe de x et y aux périodes (o, 2 iz), (w, ii), (w', ip"). 
Soit H(x, y) le numérateur de cette fonction méromorphe (mise sous forme irré- 
ductible). Tout le long de /" on aura 


elle 1) 0) 
et par suite les équations 
| v (Ja)r 
(48) 
| Y (Jy)r; 


où (Jz)r et (J,)r sont les intégrales J, et J, prises le long de I’, seront les 


équations d'une multiplicité simple de zéros appartenant à H(x, y) =o. Comme 
les zéros de H(x, y) admettent les trois systèmes de périodes fondamentaux et 


' 


que de plus les coordonnées d'un point de la courbe I sont données par 
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où #,, P,, W, admettent les mêmes systèmes de périodes, il en résulte (Note IT 
de la fin du Mémoire) que (J,)r ne peut avoir d’autres points singuliers que des 
points logarithmiques simples. 

En outre, sur la multiplicité de zéros considérée x ne pouvant pas devenir 
infini tant que y reste finie, on voit que: 

J, wa pas de points singuliers qui ne soient des points singuliers de Jy. 

D'ailleurs, d’après un raisonnement fait précédemment, J, a certainement 
quelque point singulier, c’est-à-dire quelque courbe logarithmique. 


40. Soit done G une courbe logarithmique pour Jj; les résidus respectifs 
qva À mo--no' , mg--nf' 4-2 px 
de J, et J, relatifs à G sont nécessairement de la forme Nr == ELE : 
F 2 Vit 27 
le premier de ces résidus peut être nul si m et n le sont; le second est diffé- 
rent de zéro et réel. 
Posons 


mo + no! ; 27 


y Y= mL 


X Amelie ot Qr 
Mb + MP + 2 Pix 


i(m,B + n,B' +2px) 
m,, n, et p, étant les quotients de m, », p par leur plus grand commun diviseur. 

Pour ces variables les trois systèmes de périodes, aprés une transformation 
convenable du premier ordre seront comme nous lavons vu (0, 277), (w,, ? 94), 


. fi Q,. . 5 
(w,, ip), (8, et B, réels, non commensurables tous deux avec x, —* imaginaire). 
(5 "i 


Nous poserons: 


mw +n, o' 


X — Jr —- — TR 
i(mB+np+2mx) " = 
(49) 
Y NE Jy — Ky 
MP +n,P + 2P1% 


Sur la courbe G, Kx aura un résidu nul, et Ay aura pour résidu le plus 
grand commun diviseur d de m, n et p. 

Pour les points de G (sauf peut-être en des points particuliers de cette 
courbe appartenant à une autre courbe logarithmique de J,) ou bien Kx sera 
régulière ou bien elle admettra la courbe G comme courbe polaire. Nous allons 
montrer que cette dernière hypothèse est en réalité impossible. 

Prenons sur 6 un point non particulier (U,, V,, W,). Au voisinage de ce 


point Pune des coordonnées d'un point de la surface, W par exemple, sera une 
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fonction régulière des deux autres, puisque le point (U,, V,, W,) est un point 
ordinaire pour la nappe de surface à laquelle il appartient. 


Posons 
SOS — ie 


Dans Vhypothése où G est une courbe polaire pour Kx, nous aurons pour 
des valeurs de 5 et 7 assez petites: 





(50) X—HH 


où 48,9), 2,(§ 7), w(§, y) sont trois fonctions régulières pour 5$ — 5 — 0; r est 
un entier positif. De plus le facteur 4(§, 5) est irréductible dans le voisinage de 
E— 0, n=o (c'est-à-dire qu'il n'est pas le produit de deux facteurs réguliers 
s’annulant aussi pour £—»—o). Les termes de la fraction es i: n'ont pas 
(Eom 


de facteur commun s’annulant dans le voisinage de £ — 5 — o; enfin 4,(0, o) est 








5 


différent de zéro, le point (U,, V,, W,) n'étant pas particulier sur la courbe G. 
Nous pouvons donc poser: 


T T 
où V2,(5, 4) désigne l'une des déterminations, choisie arbitrairement de VA, (5, n) 


dans le voisinage de £ —:5— 0; 4,($, 7) sera régulière pour les valeurs de £ et » 


prises assez petites et 4,(0, 0) #0. 


Considérons alors les équations suivantes: 


[m AS, n)A,($, n) 


(51) | ze " 
y — A(5, nets), 
Il existe (Note III de la fin du Mémoire) une relation de la forme 
(52) t=a,r + at +... + as 3297 + (as + a)r° 
où a, 4,,... d, sont s constantes dont le nombre et les valeurs sont bien déter- 


minées, [et dont la première a, est différente de zéro et égale à 4,(0, o)e "^ 9] 
qui possède la propriété suivante. 

Etant donné un nombre e, positif, arbitrairement petit, il existe un nom- 
bre positif ¢,, tel que si r et « sont deux valeurs arbitraires assujetties à la seule 


condition : 
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si dans les équations (51) on remplace z par la valeur choisie et { par celle que 
fournit la relation (52). les deux équations ainsi obtenues admettent en £ et ; un 
système de solutions ($', »') tel que 


IS ese IA SET 


Il en résulte immédiatement pour le systeme (50) la propriété suivante. 
Si l'on pose: 





: | Y 2Y (si)Y ay 
(53) 08) a,€7 +a,e% +... +asıe 7^ +(a,+a)e4 


puis si l'on prend Y et « arbitraires tels que: 


Y 
€ d 








< Er; Je|<e, 


et si l’on substitue dans (50) à Y la valeur ainsi choisie et a X celle qui est 
fournie par (53), les équations obtenues admettent un systéme de solutions en 


£ et » appartenant au domaine 


lla. Inl< e. 


Ceci posé, les trois systémes de périodes fondamentaux pour X et Y étant 
pris sous la forme indiquée plus haut (o, 277), (c, ?9,), (ws, ?9,) et l'un des nom- 
bres 9, et 9g, étant incommensurable avec ;r, supposons que ce soit 9,. En 


désignant par M un entier arbitraire, nous poserons: 


Mifs 
(54) 0 —e 4 
de telle sorte que |0| — x et 0 — r. 

Si nous posons 
z 
(55) ef 1 
nous aurons 
Y+Mißı 
e d Ov. 


Prenons deux valeurs « et « arbitrairement sous la seule condition 
lal<e, la'|<e 


et considérons les deux équations simultanées en X et v: 
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ee Ui 
(56) 


I 


esu e PU aO oe IMG 


En éliminant X entre ces deux équations on obtient: 


I 
C, z^[0,0 + a;0*z +--+ (as + ory 





I 
TIG NESSUN ary 





Cette équation algébrique en 7 étant mise sous forme entière et ordonnée, 


on trouve comme terme du plus haut degré en 7: 
Mo, (as + a) (as + a} 07" sn, 


Comme r et s sont l'un et l'autre au moins égaux à 1, on a: 
r(28s— 1) r. 


D'ailleurs as + « et a; + «' ne sont pas nuls si « et «' ont des valeurs quel- 


conques comme nous le supposons. Le terme indépendant de v est 
at (0r — 1) si s>1, ou O(a, + a") — (a, + a) si s=r. 


Dans l'un et l'autre cas ce terme est, quel que soit M, différent de o, si « 
et «' sont quelconques. En outre, comme |0| — 1, ce terme a un module inférieur 
à un nombre positif fixe quel que soit M. Le produit des r(2s— 1) racines de 


l'équation sera, suivant les cas 


nn A) Le O(a, + e — (a, + a). 
M o, (as + a)" (as + «rore M w, (as + a)" (as + «')" rs 


Si l'on prend M très grand ce produit sera, d’après tout ce qui précède, 
aussi petit que l'on voudra et différent de zéro. L’équation (57) aura donc, si 
M est choisi assez grand une racine rz, différente de zéro et satisfaisant à l'iné- 
galité | v, | € &. 

La valeur 7, n'étant pas nulle, on peut prendre Y, telle que 


Y: 
e d 1 
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On peut supposer que cette valeur Y, ne correspond à aucun des systèmes 
de valeurs de X et Y qui fournissent des points d'indétermination pour les fonc- 
tions U, V, W de X et Y; car ces points constituent un ensemble dénombrable, 
et d'autre part il résulte immédiatement de la forme de l'équation (57) que la 
racine 7, ne peut pas être indépendante de « et « qui sont choisis arbitrairement. 
Done on peut supposer que 7, et par suite Y,, n'a pas une valeur particulière. 

Pour la valeur r — r, les équations (56) ont en X une solution commune 
X,, évidemment finie. 

Si nous posons alors: 


x = Xa ar M, Jis == 25 + Mip, 





I | Yi 9 Yi zi 

a ae? +a,e4% +--+ (ast+aje?], 

ar di 

: [ Ya 2% Al 

X — a, ed Haze CE SS An (as + e )e 4. 
avec 

Y, Y: 
le ez dem preterm Messe lee 





Done à chacun des systèmes de valeurs (X,, Y,) et (X,, Y,) de X et Y 
correspondent respectivement pour les équations (50) au moins un système de 
solutions, soit (§,, 7,) pour (X,, Y,), et (£,, 7.) pour (X,, Y,) avec: 


lsıl<&, InI<&; 
c a 
1E1<e, I1 «6. 
Ces deux systémes de valeurs sont forcément distinets puisque les systémes 
de valeurs (X,, Y,) et (X,, Y,) sont différents. Ils fournissent deux points 


(U', V', W') et (U", V". W") sur la surface ®,(U, V, W) — o et ces points sont 
distinets puisque l'on a: 


Cs 
pct 

| 
Cs 
= 
fri 


QV V ty; UH, +, Ve Vi Em 


12 


Mais ce résultat est contradictoire avec ce qui précède. Car (X,, Y,) et 
(X, Y,) sont deux systèmes de valeurs ne différant que par un multiple du 
système de périodes (w,, i3,) et ne sont pas, comme nous l'avons montré, des 
valeurs d'indétermination pour U, V, W. Done il ne peut leur correspondre 
deux points distincts (U', V', W') et (U", V", Ww"). 


Acta mathematica. 33. Imprimé le 23 octobre 1909, 97 
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L'hypothèse faite de l'existence d’une singularité polaire le long de G pour 
Kx est done impossible. Par suite pour J,, G ne peut être qu’une singularité 
logarithmique simple comme pour J,. Comme il en est de même pour chaque 
courbe logarithmique de J, et que J; ne peut pas devenir infinie sans que J, 
le devienne, on voit que J; comme J,, n'a que des singularités logarithmiques 


simples. 


41. En continuant l'étude des singularités de J,, nous allons montrer que 
tous ses résidus sont proportionnels aux résidus correspondants de J,. Nous 
montrerons d'abord cette proportionnalité pour deux courbes logarithmiques C 
et C' correspondant pour J, à des résidus de méme signe (à supposer qu'il existe 
deux telles courbes). Soient 

mo + now mp + nf + 2 pr N m'o- no mB+np+2px 


a E 


DE 2.76 2 Vit 27 
les résidus conjugués relatifs à C et C’ avec 
m 4 nB' 4 2pm »o et mB+nB+2px>o. 


En posant: 
mo + no 


i (mp + np! + 2 pir) 


la différence «—cy—J,—cJy aura le long de C son résidu nul, et comme elle 
ne peut pas avoir de singularités polaires elle sera réguliére en un point quel- 
conque, non particulier, (U,, V,, W,) de ©. 

On aura par suite, € et conservant la méme signification que plus haut: 


tr Cu 
(58) 2 xy 
| gm nj'--2 px — A(E, 1) entm 
où À, u et » sont régulières pour £—»—o. De plus A($, z) s'annule pour £—1—0o 
et est irréductible au voisinage de ce système de valeurs. Comme m -- nj + 2 px 
est positif, la partie réelle de y sera très-grande et négative lorsque S et i; seront 
très-petits. 
En outre, aux valeurs de x et y liées par la relation: 
(59) x—cy=b,+ bv + br? + --- + (0. +a) 78 
b, sont des constantes (qui peuvent être toutes nulles) et où 


OUND yy Dis vs 


lees.  Irl<e 
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avec 


2 xy 


p= emn) +2 pa 





et 7 


Ur 


correspondra dans les équations (58) un système au moins de valeurs de 


pour lequel 
ISl<a, Inl<a 


&, et e, ayant ici le méme rôle que plus haut. 
D'une façon tout analogue, en prenant un point quelconque (U,, V,, W 


vs 
— 


sur la courbe C', nous poserons 


| eem n 


2 ny 
om’ B--m/ 942 p'z — 7 (&! qe (E m 
le : = A,(E, 1) en i 


(60) 


et ensuite: 


ES 2 ay : 
t= em gn 3! +2 p' a 
avec 
(61) e—cy=c,+6,0 4- 6,2? +... + (ee 4 o) 


OÙ €, €,,... Cy sont s' constantes. 

La relation (6r) a, à l'égard du systéme (60) le méme sens que la relation 
(59) à l'égard du système (58). Il est clair que l'on peut supposer que les nom- 
bres e, et e, sont les mêmes pour les relations (58) et (59) d'une part et (60) et 


(6r) d'autre part, afin de simplifier les notations. 
Nous désignerons pour abréger par o(r, «) et par o'(v', «') les seconds mem- 


S 


bres des relations (59) et (61) et nous remarquerons que si l'on a 
|| <&, Ja|<&, lle; Ie | € & 


les modules de o(r, «) et de o'(r', &') seront inférieurs à un nombre positif fixe Fe 
Dans tout ce qui suit, sans qu'il soit besoin de le répéter, « et « auront 
leurs modules inférieurs à e,. 


Si nous désignons par — A la partie réelle de y, nous pouvons choisir un 


nombre positif A, assez grand pour que l'inégalité 


A > A, 
entraine 
Iri<e, = IvI«s. 
Formons le système de deux équations simultanées en x et y, obtenues en 


prenant l’équation (59) d'une part et d'autre part l'équation (61) où x et y sont 
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changés en x + M o + N w' et y + (M B + NF + 2 Px)i en désignant par M, N, P 
trois entiers quelconques. 
En posant: 
2 a(MB+NB'+2 Pa)i 
() — eg m Bn B2 pa 


ces équations seront 


(62) mn 


2+ Mo + Nw—c'(y+iMB+iNp'+21Px)=0"'(07!, o). 


« et « étant donnés arbitrairement, cherchons si ces deux équations admettent 
en æ et y un système commun de solutions pour lequel la partie réelle de y, 
— A, satisfasse à l'inégalité écrite plus haut À > A,. 

Eliminons x entre les équations (62) ce qui donnera: 





(63) Mo + No' — (c —c)y —c'(MB + NB' + 2 Px) — o' (Hr, à") —o(r, a). 


Supposons € — c o et écrivons l'équation du premier degré obtenue en éga- 
lant à zéro le premier membre de l'équation précédente, en remplacant y par 
y,; cette équation résolue sera: 

(64) Mo + No ci(Mp + NF +2Px) 
) UP : —— — — - LEE 
4 93 c'—c c'—c 

Si 4, est un nombre positif arbitraire, montrons qu'on pourra choisir les 
entiers M, N et P de façon que la partie réelle de y, soit négative et supérieure 
en valeur absolue à A, + 4.. 


En effet, en peut prendre 7 et N de facon que 


Mo + No . . 
re ait une partie 


réelle aussi grande que l’on veut en valeur absolue et négative puisque le rapport 


! 
[7] 


est imaginaire. Ensuite M et N étant ainsi choisis, on prend P de façon 
(e 
que Mg + NS +2Px soit compris dans l'intervalle o à 2x. Il est bien clair 
d'aprés cela, qu'on peut supposer M, N, P choisis de facon que la partie réelle 
de y, soit inférieure à — (4, + 4.). 


L'équation (63) peut ensuite s'écrire de la facon suivante: 


(65) (c — c") (y — y) — o' (dr, a') + o(v, a) — o 


ou encore: 


(66) (c — e) (y »)[: Biogr | SE 
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Désignons par R, le module de c—c' et supposons qu'on fasse décrire au 
point y, dans le plan représentatif de cette variable, la circonférence de centre y, 
et de rayon A, dans le sens direct. La partie réelle de y restera inférieure à 
— A, puisque celle de y, est inférieure à —(4,+4,). Donc tout du long du 
cercle on aura: 


lc] <&, lov |«& 
et par suite, comme on l'a vu plus haut 
|o (07, a) |<, lo(r, «)| « R. 


I I ! 
: o(r, a) — o (0v', « odes Ug 
La fraction e(r, a) OAM — | aura done un module inférieur à 4,—-. Or 
(c — e)(y — 3) R,A, 
R et R, ne dépendent nullement du choix de 4,; done si A, a été pris assez 


grand cette fraction aura un module inférieur à un nombre fixe plus petit que r, 


DE CUT : : 
inférieur à ^ par exemple. On en conclut alors, par un raisonnement classique, 
2 


que l'équation (66) dont le premier membre est une fonction régulière de y a une 
racine à l'intérieur du cercle considéré. Par conséquent l'équation (63) a bien 
une racine y, de partie réelle inférieure à — A,, pour le choix que nous avons 
fait de M, N, P. Soit y, cette racine. Pour y — y, les équations (62) ont une 
racine commune en z, soit z,. La valeur y, n'est pas particuliére car elle dépend 
évidemment, d’après la forme méme de l'équation (63) de « et « qui sont arbi- 
traires. Le système de valeurs (r,, y,) n'est done un point d'indétermination 
pour aucune des fonctions U — (x, y), V — P;(v, y), PEU): 

Le système de valeurs (#,, y,) convient à l'équation (59) et le système de 
valeurs (x, + Mw+Nw', y, + MiB+Nip'+2Pix) à l'équation (6r), avec les 
inégalités requises; par conséquent, en reprenant le raisonnement du paragraphe 
précédent, on voit que à (x, y;) correspond un point (U', V', W') de la surface 
O,(U, V, W) — o voisin du point (U, V,, W,) et à (x, + Mo N w', y, + Mip + 
+Nifl+2Pix) un point (U", V", W") voisin du point (U,, V,, W,). Les deux 
points (U', V', W'), (U", V", W") sont distincts, car ils sont aussi voisins qu'on le 
veut, (c, étant arbitrairement petit) respectivement de (U,, Vig W)ret (UV We) 
qui sont eux-mêmes distincts. Mais cela est en contradiction avec la triple 
périodicité de #,(x, y), 'P,(z, y), 'P,(v, y), en remarquant que (a, Y2) n'est pas 
un point d'indétermination. 


L'hypothèse faite que ce c' est done impossible, il faut nécessairement 





que c — c'. 
Si l'on remplace c et c' par leurs valeurs et qu'on se reporte à ce que nous 


avons déjà vu (paragraphe 18) on voit que: 
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HL - TD ud) 


Ti MED 


I 


Désignons par m,, n, et p, les quotients de m, n et p par leur plus grand 
commun diviseur. Il est clair que m’, »' et p' seront des équimultiples de m,, 
n,, p,. Cela revient à dire que pour toutes les courbes logarithmiques de J,, 
à résidus positifs, les résidus conjugués de Jz, J, seront des équimultiples de 
mo + mo! ay ie B+nf+2pr 
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Si l’on considère une section plane quelconque, non particulière, de la sur- 
face D,—o, pour cette courbe les intégrales Jz et J, se réduisent à des inté- 
grales abéliennes, que nous désignons par (Jz) et (J,); la somme des résidus 
positifs, multipliés par 2ix, de (J,) est de la forme N, (mi? +n,iÿ'+2pix) et 
la somme des résidus correspondants de J;, multipliés par 2ix, est de la forme 
N,(m,o+n,v') où N, est un entier. D'une façon analogue, on aura, en consi- 
dérant les résidus négatifs de (J,) les sommes N,(m.if+n,if +2pix) et 
N,(m,0+n.0). En remarquant que (J,) ne peut pas devenir infinie sans que 
(J,) le devienne, c'est-à-dire que (J;) n'a pas de point logarithmique en dehors 
de ceux qu'on vient de considérer, on peut écrire, la somme des résidus d'une 
intégrale abélienne étant nulle: 


N (mn, o 4 n, o) + N,(m,o-- n,o') = o, 
N, (m, B 4- n, 8 4- 2p,zt) + N,(m, 8 4- m, B' -2p,z) — 0. 


Or N, et N, ne peuvent pas être nuls car (J,) a au moins un point loga- 
rithmique, comme nous l'avons déjà montré. On tire de là, par un calcul déjà 
fait (paragraphe 18): 


11 RT ED) 
Lom We hy Hy" 


et comme les numérateurs sont premiers entre eux ainsi que les dénominateurs 
on voit que 


7, — EM, M= EM, MED: 


Done tous les résidus conjugués pour J; et J, sont des équimultiples de 


r I 
mao +N, P+n,P +27 


m 
et de — 
21m 27 


, qu'il s'agisse de résidus positifs ou de rési- 
dus négatifs pour J,. 
Il en résulte que la différence J; — cJ, a tous ses résidus nuls. Comme 


elle n'a pas de singularités polaires, c'est une intégrale de première espèce. 
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Si nous posons à nouveau 


m, 4 no! 
i(m, B+ n, P'+ 2p, 7 








y ; 
)7 


- 27 
- — — 4j, 
m, n, 4 2p y 
puis: 


I 

- m, oO + T, c = 

X zd Jr ze iL INSEE RES) Jy == KE, 
i(m, B+, B+2Px) 


= 270 7 
} PT OUT al = Jy 7 K Y 
m, -mn,p «2p; 








Kx est une intégrale de première espèce; comme les résidus de J, sont des 
m, B 4 n, B'+ 2p, 
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27 





multiples de ceux de Ky sont tous des nombres entiers. 


42. Il est facile maintenant de mettre en évidence une propriété remar- 
quable des zéros et póles de U, V, W considérées comme fonctions de X et Y. 
Nous supposons, pour simplifier les raisonnements que les sections planes de 





Q,(U, V, W) =o définies par U=o; V—0; W=o, sont des courbes qui ne se 
décomposent pas en plusieurs autres; cela ne restreint pas la généralité puisqu'on 
pourrait toujours effectuer sur la surface une transformation homographique, sans 
rien changer à ce qui précéde. 

Nous désignerons par U(X, Y), V(X, Y), W(X, Y) les fonctions méromorphes 
obtenues en considérant U, V, W comme fonctions de X et Y. 

Si dans Kx et Ky, on suppose Uo, ces intégrales se réduisent à deux 
intégrales abéliennes (Kx)v, (Ky)u relatives à la courbe U—o de la surface 
Q,(U, V, W) =o et les équations 


an | X — (Kx)v 
4 | Y -(Ky)u 

définissent une multiplicité simple de zéros appartenant à U(X, Y), lorsque le 
point (U, V, W) se déplace sur toute la courbe U — o. Remarquons que U(X, Y) 
admet aussi toutes les multiplicités de zéros qui se déduisent de la précédente 
par l'addition à X et à Y des sommes de multiples des périodes que l'on peut 
prendre sous la forme (o, 227r), (c, 09,), (Wa, to). 

Nous allons montrer que, parmi toutes ces multiplicités, il n'y en a qu'un 


nombre fini de distinctes. 


216 P. Cousin. 


En effet, l'intégrale (Kx)r est de première espèce et ne se réduit pas à une 
constante puisque la courbe U — o n'est pas une courbe plane particulière sur la 
surface et que Ax n'est pas une constante puisqu'elle admet certainement les 
périodes w, et w, (comme on le voit en faisant varier x et y, d’un système de 
valeurs z,, y, arbitraire jusqu'à un système de valeurs ©, +mo+ mol, y, + mig + 
nip --2pisz) Done l’integrale de première espèce (Kx)y a deux modules de 
périodicité distincts 2,, 2, de rapport imaginaire et de la forme: 





Q, — 40, 4- 4505, 


42, = tu, 0, + tt 05 


(A,, Ay, u, et u, étant quatre entiers qui forment un déterminant différent de 
zéro) et tels que tous ses autres modules de périodicité sont des sommes de 
multiples de 2, et 2,. 

(Ky)y admettra des modules de périodicité, correspondant à 2, et 2, de la 
forme 


iB, — (A.B, + 4; B; 4- 24,7), 
0B, = du; B, + Usb. - 2ug zr). 


Elle admettra, en outre, nécessairement des périodes auxquelles correspon- 
dront zéro pour (Kx)v et qui seront des multiples de 2ix, puisque l'intégrale 
(Ky)y a au moins un point logarithmique dont le résidu est entier. Tous les 
modules de cette nature pour (Ky) seront tous les multiples entiers d'un certain 
multiple entier de 27;r; soit 2via ce multiple. Les intégrales (Kx)o, (Ky)r ad- 
mettront done les trois systèmes de modules conjugués: (2,,7B,), (£2,, 7B,), 
(o,2rix) tels que tous leurs autres modules de périodicité conjugués seront des 
sommes de multiples entiers des précédents. Or ces trois systèmes de périodes 
se déduisent des trois systèmes (w,, 29,), (2, 722), (o, 2ix) par la transformation 
dont le déterminant est: 


Si l'on pose à — v(A4,u, — A, 11,), il y aura parmi les multiplicités de zéros 
qui se déduisent de (67) par addition des multiples de (w,, 49,), (w,, 78), (o, 207) 
en tout à multiplicités distinctes. ! 

' Car parmi les homologues d'un point (x, y) relativement aux trois systèmes de périodes 
(o, 2ir), (0,,iß,), (ws,ifs) il y en a 9 qui sont distincts relativement aux trois systèmes de 


I 


périodes (0, 2viz), (9,, 4.B4), (94, 0B,). 
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La fonction U(X, Y) a done 0 multiplicités simples de zéros et n'admet pas 
d'autres zéros. Remarquons que U(X, Y) ne saurait admettre un multiplicité de 
zéros doubles si U—o est une section plane quelconque de la surface; en effet 
la méme circonstance ne pourrait pas se présenter pour la fonction U(X, Y)— A, 
où h est une constante quelconque, d'après un raisonnement déjà fait. 

Cherchons maintenant, pour la multiplieité simple (67) quelles sont les valeurs 
de Y qui correspondent à une valeur donnée de X. Il nous suffira, pour cela, 
d'appliquer un théorème de M. E. Picarp, à lintégrale de première espèce 
(Kx)r qui n'a que deux périodes distinctes. D'aprés ce théoréme à chaque va- 
leur finie X, de X correspondent N points de la courbe U — o, N étant un 
entier déterminé. A chacun de ces points correspondront pour y une valeur y, 
(n=1, 2 N) et toutes celles qui s'en déduisent en ajoutant des multiples de 


2via: il ny a pas à ajouter de multiples de 7B, et de 7B,, car sans cela il 
faudrait ajouter à X, les multiples correspondants de 2, et 2,. Done EC, 
correspondent pour e" seulement N valeurs. 

On voit bien facilement que chacune des déterminations de eY, considérée 
comme fonction de X ne peut admettre d'autres singularités que des points sin- 
guliers algébriques (poles ou simplement points de ramification) pour toute va- 
leur finie de X. Il en résulte que les fonctions entières symétriques simples des 
N déterminations de eY, qui sont des fonctions uniformes de X, se réduisent à 
des fonetions méromorphes de X. Par suite, la multiplicité (67) a une équation 
de la forme: 

Dp: (e ) o 
où P, est un polynôme entier de degré N en e; les coefficients sont des fone- 
tions entières de X, qui n'admettent pas de facteur commun; c'est-à-dire qu'ils 
ne sont pas divisibles par une méme fonetion entiére de X qui s'annule. 

Il en sera de méme pour ce qui concerne les (0 — 1) autres multiplicités de 
zéros de U(X, Y). L'équation de l'ensemble des ) multiplicités aura done la 
forme: 

Q(eY) =o 
Q étant un polynôme analogue à P, de degré No. 

Cette dernière équation donne, d’après ce qui précède tous les zéros de 

U(X, Y) Il est clair que les pôles de U(X, Y) seront donnés d’une façon 


analogue par une équation 
Q,(e Y) o 


analogue A la précédente, car on peut changer U en Ü dans l'équation de la sur- 


face. 
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Soit : 
p-oN 
r à | r : r 
Q(eY) = > Ap(X)e?? 
p=0 
le polynôme Q ordonné suivant les puissances de e. 
Les zéros de Q(eY) admettent les trois systèmes de périodes (o, 2 ir), (c, 1,), 
(w,, 19). On aura done comme au paragraphe (28) les identités: 


A,(X + w,) = eth A(X) 
(68) 
A,(X + w,) = er CO—PiP: À, (X). 
En multipliant Q(e*) par une fonction entère de X qui ne s’annule pas, 
on peut supposer que dans les formules précédentes g, (X) — o et g,(X) — aX +6 


où a et b sont deux constantes; si nous posons 
Q(eY) = R,(X, eY) 


nous pouvons supposer que l'on a les identités: 


R(X + 0,, eY*:8) = R,(X, e) 
(69) Br - ^ + 
RY (Xe, wera?) — 62 2) 

Si mj» est l'entier caractéristique de la fonction U relatif aux systèmes de 
périodes (w,, 73,), (w,, 72,), il sera aussi l'entier caractéristique pour R(X, ety: 
par suite 

2 izt mi,» 
gm —— . 
[Op 

De la même facon, pour les pôles de U, on pourra multiplier Q,(eY) par une 
fonction entière de X, ne s’annulant pas de sorte que le produit R,(X, eY) satis- 
fera aux identités: 


R(X + 0, eY*i&) = R,(X, eY) 


(70) 
R,(X + Wo, e Yi) — gaX-b' TAX! e! ) 
. 2 2770 M ; 
où a est la méme constante — que plus haut; b’ est une autre constante. 
[Un 


R,(X, er) 
R,(X, eY) 


U(X, Y) et par suite nous pouvons poser: 


Le quotient admettra les mêmes zéros et les mêmes pôles que 
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où H(X, Y) est une fonction entière de X et Y; U(X, Y) admettant les trois 
systèmes de périodes (o, 27), (w,, 1f,), (os, tp), il résulte de (69) et (70) les 
identités: 

g HO on, Y+1 91), — eH, Y) 


g HOCE o», Y ilz) — eb'—b o H(X, Y) 


g HUX, Y2 in) — eH GO, Y). 


a eA : é : oH JOH 
En prenant les dérivées logarithmiques on voit que IX et Y admettent 
0 ( 


les trois systèmes de périodes: comme ce sont des fonctions entières elles se 
réduisent à des constantes et par suite on a: 


EX M) 0X A0 EC 


a, b,, c, étant trois constantes. Mais comme eZ ? admet la période 2 i; rela- 
tivement à la variable Y, 6, est un nombre entier. Finalement on aura: 


U(X, Y) euXt+n¥+u R (X, eY) 
2 Rate) 
Comme 6, est un entier, le second membre est une fonction rationnelle de e*, et 
les coefficients sont manifestement des fonctions © de la variable X. 

On aura ensuite des expressions de méme forme pour V(X, Y) et W(X, Y). 
Si nous revenons à la fonction z — f(x, y), nous avons vu qu'elle est une fonction 
rationnelle de U, V, W. Elle sera done elle-même une fraction rationnelle en 
eY, les coefficients étant des fonctions © de la variable X. 


Ainsi se trouve établi le théorème qui était le but de cette dernière partie. 


Note I. 


Les zéros de la fonction entière g,(x, y) admettant les trois systèmes de 
périodes non exceptionnels (o, 2 i), (w, 79), (w', 73’) si l'on fait le changement de 


variables 


(x) DE = D: YY =, ——— 2 


la fonction g,(x, y) deviendra une fonction entière G,(X, Y) dont les zéros ad- 


mettent les trois systèmes de périodes: 
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en posant: 


(2) a=2in — À, bit; b=iß— ee 


his 1, 2, 4, sont Jes parties réelles et les parties imaginaires de a et de b. 
Nous aurons 
A zo 


Uu 
. € , . . . . 
puisque le rapport est nécessairement imaginaire. 
(0 
De plus nous pouvons supposer que la fonction G,(.X, Y) (et par suite aussi 
g,(x, y)) a été multipliée préalablement par une fonction entière ne s'annulant pas 


On , . OD . . * 
et choisie de telle sorte que l'on ait les trois identites sulvantes: 


GX, Y + 2ia) —G, (X, Y) 
(3) G,(X + 2 ix, Y) — e YG, (X, Y) 


(X +a, Y + b) — eGUGYHAXemaYG (X, Y) 


où mii, Ma, sont les entiers caractéristiques relatifs à (277, o) et (0, 2èx) pour 
le premier, (a, b) et (0, 2 iw) pour le second. G,(X, Y) est une fontion entière 
admettant la période 27 relativement à chacune des variables X et Y; A est 
une constante dont il est inutile ici de préciser l'expression. C'est là, aux nota- 
tions prés, le résultat déjà rappelé de M. ApPrezz. Or on peut trouver une 


fonction entière H (X, Y) satisfaisant aux identités suivantes: 


EL (Xe ere, M) HE are) HEC) 


(qe GU 
= An = 


H(X +a, Y+6)—A(X, Y)—A1, IX | UY 


(Voir à ce sujet notre Mémoire cité, page 36). 
$n revenant aux variables a et y, G,(X, Y) et H(X, Y) deviendront re- 
spectivement g,(x, y) et h(a, y) et ces deux fonctions entières satisferont aux 


identités suivantes : 


| g9,(2,y + 217%) =, (x, y) h(% + o, y + 29) =h(a, y) 


(4) g(* + c, y + 48) = 9. (v, y) 1,0 Og, 
s 2 |; 1% 
h(x, y + 2 rc) =h(a, y) d duds 
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ie ; ; ; A.B : 
car il résulte des formules (2), 9 et j' étant réels, que 4, = > et par suite 


que l’on a: 


0g, 2t2z[, 0G "2062 
(5) y |; : j 


SS ft eee 
Qm SEE | Dp 20 Y 


On posera ensuite, x, désignant une constante 


a 


k(x, y) = E „pe y) dx 
"1 


x 
et l’on aura les identités suivantes (voir Mémoire cité page 38) 


k(a, a2 170) = k(a, y) 





k(x 4-0, y a 28)—k(z, y) = — ly) 


(6) 
| k(x + ol, y +19) — k(x, y) = 92(2, y) — Wy) 


où p(y) et (y) sont deux fonctions entières de y, admettant la période 2 iv. 
Considérons maintenant la fonction g,(x, y) définie en posant 
(7) gs (v, y) — EN gi (x, y). 
Cette nouvelle fonetion satisfait aux identités suivantes qui résultent sans 
difficulté, des identités (3) et (6) 
gs (v, y + 2 4) — gs(v, y) 


E 
mai(y— a) +) 


ga (a + W, y als ip) me gs (o, y) 
gs (& + w', y + 15) = ev Aeemsig, (x, y) 
où À, est une constante. 
Si l'on pose ensuite: 


T A 
maig 3,2 
“= 0^ 


gio, y) = g,(x, y)e 
g, Gv, y) satisfera aux nouvelles identités: 


gl, y + 217) — gx, y) 
ga GC rw, y + ip) - ERY) Farm g, (ar, y) 


ga (t + wf, y +18") = ev +Aretmaiy tag, (a, y) 


où A,, c, et c, sont trois nouvelles constantes. 


bo 
bo 
n2 
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En écrivant l'expression de l'entier caractéristique #3,2 on obtient: 
2 izt mas = W(y + 8) — V(y) + Aso + maii — p(y + 29) + Ply) — mar tp. 


En remarquant que W(y) et p(y) sont deux fonctions entières admettant 
la période 24r, et par conséquent deux séries procédant suivant les puissances 
positives et négatives de e", l'identification donne immédiatement: 


(y + i8) — (y) = p{y + 39) — p(y) 


Mist + Mort! + 2 ma,» in 
() 


(8) À, 


Posons en outre 
Pi (y) — p(y) + 6. V. (y) = V(y) + € 
nous obtenons finalement les formules 


g(x, y + 2 ix) — 9, (x, y) 


da (xv tals. Uf + ij) = en QD mau g. (a, y) 





| le + ef, y + if) = emen emsstg, (x, y) 


où q,(y) et W,(y) sont des fonctions entières admettant la période 2 x et satis- 


faisant à l'identité: 
gily + ig) —qi(y) = Wily + ig) — V.) 


et A, ayant la valeur (8). 


Note II. 


Soit, entre les variables y et 4, une relation de la forme 


B 


(1) y —ALt + in 


p(t) 
où A et B sont deux constantes dont la seconde est supposée différente de zéro, 
la première pouvant être nulle; p est un entier positif, non nul; p(t) est une 
fonction de ¢ qui, pour / — o, est régulière et différente de zéro; on peut sup- 
poser q (0) T: 

Dans le plan de la variable { menons par l'origine deux demi-droites OD, OD', 


la première faisant avec or un angle queleonque, mais fixe, « et la seconde fai- 
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sant avec ox l'angle « + ee Si t reste à l'intérieur de l'angle de OD sur OD), 


'en prenant une détermination queleonque de Lt on aura une fonction uniforme 
de t, telle que le produit # Li tende vers zéro avec f. 
Si nous écrivons alors: 


D A 
(2) Y = ip m ven Li 


la quantité entre crochets aura pour limite 1 lorsque t tend vers zéro, puisque 
q(o) — r. 
On peut done choisir un nombre positif r, inférieur au rayon de conver- 


gence de y(t) et en outre assez petit pour que si 
|t v, 


t restant toujours dans l'angle DOD'. l'argument de 
p(t) + E t Lt 


reste compris entre +2 et —«, € étant un nombre positif trés petit donné à 
l'avance. 

Sous ces hypothèses, si nous appelons d et d'les points de rencontre de 
OD et OD! avec le cercle ayant pour centre l'origine et r pour rayon, le point 
t reste à l’intérieur du secteur circulaire dod" d'angle v et de rayon r. Dans 
tout ce qui suit ¢ sera toujours supposé à l'intérieur de ce secteur ou sur son 
périmétre. 

Désignons par m un nombre positif, limite supérieure du module de y, lors- 
que ¢ reste sur lare de cercle dd’. Choisissons un nombre positif M supérieur 
à m. Comme il résulte de l'équation (2) que y augmente indéfiniment lorsque ¢ 


tend vers zéro, on peut choisir un nombre positif o assez petit pour que si 


|¢| < 0 
Iy|» M. 


on ait 


Nous désignerons par 0 et 0! les points où le cercle de centre O et de rayon 
o coupe OD et OD'. Nous allons supposer que le point ¢ reste à l'intérieur du 
contour limité par les deux ares de cercles dd', 00 et par les deux segments 


rectilignes dd, d'à. Imaginons maintenant, que le point / soit sur le segment 
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rectiligne dd. L’argument de ¢ est alors égal à «; désignons par 9 l’argument 
: A : n HE pm 

de B; celui de p(t) + pu Ht est compris, comme il a été dit, entre —« et «. Done 


? i 


l'argument de y est lui-même compris entre 9 — pa—e et P— pa -- e; or l'angle 





a, resté jusqu'ici arbitraire peut être choisi de facon que 9 — pe — o. L'argu- 
ment précédent de y est alors compris entre — € et + e. 

Si dans le plan de y nous tracons deux demi-droites c4, wA' issues de 
l’origine w, et correspondant aux arguments +8 et —e, les valeurs de y qui 
correspondent aux valeurs de £ situées sur do, seront intérieures à l'angle Jw’. 


ne 5 Rare 27 
Si on suppose que ¢ est sur d'Ó' c'est-à-dire a un argument égal à « + — , 
Dx 


la conclusion reste la méme: les valeurs de y sont encore dans l'angle Jo4'. 

Il est maintenant facile d'étudier le contour que décrira le point y, si ¢ 
parcourt dans le sens direct le contour ó'ódd'0' formé par les deux ares de cercle 
et les deux segments rectilignes. 

Tracons pour cela dans le plan de y les cercles de centre c et de rayons 
respectifs m et M et qui couperont le premier en / et », le second en L et N 
les demi-droites 4 et oT". 

Si { parcourt l'arc dd' dans le sens direct le module de y reste inférieur à 
m; y part d'un point y, intérieur au cercle de rayon m et intérieur à l'angle 
A404, et aboutit à un point y, situé de facon analogue, après avoir fait une fois 
le tour de l'origine dans le sens indirect et à l'intérieur du cercle de rayon m. 

| parcourant d'd', y reste dans langle Zw4' et parcourt un chemin y,y; 
aboutissant au point y, de module supérieur à M. 

( parcourant lare d'd, y parcourt un chemin y,y, tout entier extérieur au 
cercle de rayon M et aboutissant au point y, intérieur à Jod, aprés avoir fait 
une fois le tour de l'origine dans le sens direct. Enfin ¢ parcourant dd, y reste 
dans l'angle /o4! et y décrit un chemin y,y, aboutissant au point initial 7. 

Désignons par U l'aire de la couronne comprise entre les deux cercles précé- 
dents de rayons M et m, et dont on a retranché toute la portion intérieure à 
l'angle Jo4'. 

Si y, est une valeur intérieure à U, il résulte de ce qui précède (il suffit 
de faire la figure pour s'en rendre compte) que l'argument de (y—y,) augmente 
de 2 lorsque 4 parcourt le contour dd'd'dd et que par conséquent l'équation 

> 
y, = ALt + 5 
admet en { une racine et une seule intérieure à dd'Ó'Ód, et par suite évidem- 
ment, une seule dans le secteur d'od (Lt ayant toujours, bien entendu, la méme 


détermination que celle qui a été choisie au début). 
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Mais comme M est tout à fait arbitraire et assujetti seulement à la condi- 
tion d'être supérieur à m, on voit que l'aire U peut comprendre toute la por- 
tion du plan représentatif de y, dont on a retranché les portions intérieures soit 
au cercle de rayon m soit à l'angle 4o4'. 

La variable y restant dans cette aire U, nous avons ainsi défini une fouc- 
tion uniforme ¢ de y satisfaisant à la relation (1). Cette fonetion est évidem- 
ment régulière et tend vers zéro lorsque y augmente indéfiniment en restant tou- 
jours dans l'aire U. 

2) Supposons que l'on ait: 

gu [EAU v)du, y= | R, (wu, v)du, 

où les deux intégrales sont deux intégrales abéliennes attachées à une méme 
courbe algébrique, (w, v) étant les coordonnées d'un point de la courbe. Si un 
point (w,, v,) est un point singulier pour l'intégrale y, exprimons les coordonnées 
(u, v) d'un point de la courbe au voisinage de (u,, v,) comme fonctions régulières, 
pour t=o, d'un certain paramètre f£, {—0 correspondant à (wv), et à un 
point (uw, v) trés voisin de (a, v,) ne correspondant qu'une seule valeur de f. 

L'expression de y sera de la forme suivante (en choisissant l'une des déter- 


minations de l'intégrale) 


B p(t) 


y = ALt + T: 


p(t) étant régulière pour t=o, A et B des constantes, p un entier positif qui 
ne sera pas nul si le point singulier n'est pas logarithmique simple ce que nous 
supposerons d'abord; B est alors 4 0; A peut être nul. Nous retrouvons ainsi 
l'équation (1) du paragraphe précédent. Nous supposons que les expressions de 


x et de y satisfont à la relation 


(3) g(t, y) = 0, 


où g(x,y) est une fonction entière dont les zéros admettent les trois systèmes 
de périodes conjuguées non exceptionnels (o, 2 4), (@, ig), (w', 13). Prenons dans 
le plan de la variable y une bande V limitée par deux parallèles à l'axe des 
imaginaires pures et choisies de telle sorte que la bande V ne contienne aucun 
point de ramifieation de x considérée comme fonction de y dans la relation (3). 

Retranchons de la bande V, si il y a lieu, la portion qui pourrait se trou- 
ver extérieure à l'aire U définie dans le paragraphe précédent et soit V, ce qui 
reste, aprés cela, de V. La bande V, s'étend certainement jusqu'à l'infini dans 
les deux sens. 
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Nous pouvons done supposer que y se déplace sur une parallèle G à l'axe 
des imaginaires située dans V, de telle facon que la partie imaginaire de y va 
en croissant au delà de toute limite. 

Puisque x et y satisfont à l'équation (3), nous avons vu qu'il existe pour 
x considérée comme fonction de y à l’intérieur de V des augments conjugués, 


et par suite que dm a une période non nulle de la forme 1,7 + ip + 2 Q,0z. 
dx 


dy 


parcourt un nombre illimité de fois un contour fermé déterminé 1'; mais d'autre 


Done y parcourant la droite G, dans le sens indiqué, le point representant 


part, y augmentant indéfiniment, ¢ tend vers o comme nous l'avons vu; donc 
(u, v) tend vers (u,, v,) et par suite 


dx — R,(u, v) 


dy R,(u, v) 





tend vers une valeur parfaitement déterminée. Il est donc nécessaire que le 


, : x : \ . dx 
contour I’ se réduise à un seul point, c'est-à-dire que > — const. On aura 


dy 
alors entre x et y la relation du premier degré: 
! 
lo + 0,0 
( D = — 1 __—___y+c 
4) u, 2B + 7,78" + 20, in Ÿ 
c étant une constante, et le coefficient de y se trouvant déterminé par l’existence 
des augments conjugués (u,@ + 9,0, i, 02 + vi + 29,01). Done, l'intégrale 
y= | Ri(w, v)du 
ne peut admettre de singularité polaire, même superposée à une singularité loga- 
rithmique que si æ et y sont liées par la relation (4) c’est-à-dire si g(x, y) 
admet une multiplicité simple de zéros fournie par (4). A part ce cas excep- 
tionnel, l'intégrale SR,(u, v)du ne peut avoir que des points logarithmiques 
simples. 
Mais ce cas d'exception se trouve lui-même écarté dans les circonstances 


suivantes. Supposons que les formules précédentes 
D R, (u, v)d u, y | R,(u, v)d u 


aient pour conséquence nécessaire les formules suivantes 


r2 
te 
-l 
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w= f. Qr, y) 
v= f, Gv, y), 


où f,(x,y) et f,(x, y) sont deux fonctions méromorphes de v et y aux périodes 
(o, 2 iz), (w, iB), (w', 18"). (C'est là le cas qui se rencontre aux paragraphes 34 
et 39 de la 2*"* partie de notre mémoire). Si nous supposons comme plus haut, 
que y parcourt la droite G dans le sens positif de l'axe des imaginaires, y aug- 
mentant de wid +v,ip+2oix, x augmente de wc + »,o! et u et v repren- 
nent les mêmes valeurs par suite de la périodicité de f,(v, y) et f.(&, y). Done 
u et v ne tendent pas vers w,, v, et par suite £ ne peut pas tendre vers zéro. 
La contradiction avec ce qui précède est évidente, et l'impossibilité d'une singu- 
larité polaire pour y se trouve démontrée dans ce cas. 


Note ILI. 
1. Considérons le système d'équations: 


(1) | Liev) 


| Vs plu, v), 


ou f(u,v) et q(w,v) sont deux fonctions qui pour wu — 0, v — 0 sont réguliéres 
et s’annulent et qui, dans le voisinage de ce point uw — v — 0 n'ont pas de facteur 
commun. On peut supposer que f(o, v) et (o, v) ne sont nuls identiquement ni 
Pun ni l'autre: dans le cas contraire, on effectuerait sur u et v une substitution 
linéaire générale, ce qui ne changerait rien aux conelusions qui suivent. 

Enfin f(u, v) et qu, v) sont deux fonctions indépendantes, c’est-à-dire dont 
le déterminant fonctionnel n'est pas nul identiquement, mais peut s'annuler pour 
Ww — v — Oo. 

Dans ces conditions, montrons que pour chaque système de valeurs arbi- 
traires d’ x et y, mais choisies dans un domaine assez petit défini par les iné- 


galités 
lei«e  Iyl<e 


les équations (r) admettent un systéme de solutions au moins en w et v, dans 


un certain domaine 


lul<», Iv| €» 


7 pouvant être aussi petit qu'on le veut, si e a été choisi assez petit. 
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En effet, comme la fonction x — f(w, v) des trois variables v, u, v ne s'an- 


nule pas identiquement pour x — o, u — o, l'équation 
x—]f(u, v) =o 
est, dans un domaine assez petit du point uw —v—x—0, équivalente à l'équation 
Bo) 0, 


où P(v) est un polynôme entier en v, d’un certain degré n, dans lequel le coef- 
ficient de v” est l'unité, tous les autres coefficients étant des fonctions régulières 
de w et x pour u —x—o et s'annulant pour ce système de valeurs. 

De la même façon, l'équation 


y —9(u, v) —0 


peut étre remplacée par l'équation équivalente 


Q (v) = o, 
où Q(v) est analogue à P (v). 
Entre les équations 
| P(v)—o 
(2) so 
| Q(v)—o 


on peut éliminer v et on obtient un résultant 
Riu, Ty) 0. 


R(u, x, y) est régulière et s’annule pour 4 — z — y — 0. Mais R(u, 0, 0) n'est pas 


nul quel que soit u, car sans cela les équations 
o — f (wu, v) 
o — q(u, v) 


auraient en v une solution commune quel que soit », ce qui est impossible puis- 
qu'on suppose que f(u, v) et qu, v) n'ont pas de facteur commun. 


Il en résulte que la relation 


est, dans un petit domaine du point u — x — y — o, équivalente à l'équation 


S(u) On 


où S(w) est un polynôme entier en « dont les coefficients sont, pour x — y — 0, 
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des fonctions régulières et qui s'annulent, sauf le coefficient du terme du plus 
haut degré qui est égal à r. 
Si l'on donne à x et y dans l'équation (3) un systeme de valeurs arbitraires 


z,, y, choisies dans un domaine trés-petit 
Ixl<e — Iyl«s 


cette équation fournira au moins une valeur w — u, très-petite aussi. Le résul- 
tant des équations (2) étant nul pour x —x,, y — y,, u — u,, ces équations admet- 
tront en v une racine commune très petite v — v,, si x, y, u sont remplacés par 
Lis Yr, Use 

La propriété énoncée se trouve donc établie. 

3. Considérons en second lieu le système suivant 


| ars A(u, v) f (1, v) 
(4) | 
y = À(u, v)q(u, v), 
où Alu, v), f(u, v), p(u, v) sont trois fonctions régulières pour # — v — 0; de plus 
2(u, v) sannule pour w— 7-0 et lon suppose que A(w, v) est irreductible au 
voisinage de w—v-—o, c'est-à-dire n'est pas le produit de deux fonctions régu- 
lières et sannulant pour w — v — 0; en outre on peut supposer que Z(o, v) n'est 
pas nul identiquement, sans cela on effectuerait sur w et v une substitution 
linéaire générale. Enfin (0, 0) est supposé différent de zéro, de sorte que au 

voisinage de u — v0, y ne peut s'annuler que si Z(w, v) s'annule. 
Dans ce qui suit nous écrirons 4, f, p au lieu de A(u, v), f(u, v), qu, v) 
pour abréger l'écriture. 


Le quotient ff est une fonction réguliére dans un domaine 
f 


(5) lul<a, — Ivl«a 


choisi assez petit puisque @(0, o) £ o. Posons: 
(6) In: 


UV, sera régulière pour w—v—o; soit a, la valeur de W,(0, 0); la différence 
W,—a, s’annule pour w-—v--0; supposons qu'elle soit divisible par le facteur 


À(u, v) et posons 
(7) y, =a, + Af; 


fi sera une fonction de u et v régulière pour w— v — o. 
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Posons: 


pec 
(8) m ED 


et a, étant la valeur de w,(0, o), supposons que W,—a, est encore divisible par 
A(u, v) et soit 


(9) U, = A, + Àf,, 


f, étant régulière pour w — v — o. Posons encore: 


hoc I 
p 55 


(10) 


en appelant a, la valeur de wW,(0, 0), si la différence W,— a, est aussi divisible 
par À, nous poserons 


(11) U, =a; + Af; 
en poursuivant ainsi, supposons qu'on arrive à une fonction ws, telle que la 
différence W,— a, ne soit pas divisible par ^. Si cette circonstance s'était pré- 


sentée pour la première différence W, —a,, on aurait dans ce qui suit s— r. 
On a entre les fonctions V4, W,,... Ws les identités suivantes 


U, =a, + Apy, 


(12) ) V = a, + Aquis 
t Ws—1 = As] + Apws 


D'où l'on tire la suivante: 
(13) V, — a, + Ay (Mp) + as (Ap)? + + Asi Oy 7? + (A. 


x et y étant liées à u et à v par les relations (4). l'identité précédente multipliée 
par dp, peut être écrite sous la forme: 


(14) E=AYyY + GUY + c + asayt + Ys. 
Si s— r, il n'y a pas d'identités (12), mais on a immédiatement d’après (6) 
x = y, 


qui rentre dans la relation (14) pour s — 1. 


Considérons Jes deux équations 
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Os Ws (us v) — as 
(15) | 
| y — AQU v) plu, v) 


les seconds membres sont des fonctions régulières pour U — 0, v — 0, sans facteur 
commun dans le voisinage de ce point. Car A(u, v) est le seul facteur, irréduc- 
tible par hypothèse, du second membre de la deuxième équation et il n'appar- 
tient pas, par hypothèse, à Ys(u, v)— a,. D'ailleurs les deux seconds membres 
du système (15) sont des fonctions indépendantes de u et v; car si WU, (u, v) était 
fonction de y, d’après (r4) x serait aussi fonction de y, et dans les équations 
(4) les seconds membres seraient liés par une relation, cas que nous écartons ici. 

Il résulte de là, d’après le premier paragraphe de cette note, que si nous 
prenons pour « et y deux valeurs arbitraires «, et y, d'un domaine assez petit: 


lal<e  Inl<e 


les équations (15) admettront en w et v un systéme de solutions (w,, v,) dans un 
domaine trés-petit 
lv|l<n, lvI< 


donné à l'avance. Par suite, si x, est la valeur de x fournie par la relation: 


(16) say + Yi tr: + As—1Y% | + (e, +as)yi 


on aura: 
x, — Alu, 0) f (6, vi) 


AU RUOTE 


En résumé, si dans la relation (16) on prend y, et «, arbitraires mais assez 
petits, les équations (4) pour x —2,, y — 9 admettent un systéme de solutions 
en u et v appartenant au domaine 


lul<y, — dele: 


i 


où n a été pris arbitrairement petit. 

Nous avons supposé, pour parvenir à ce resultat, que, après un certain nom- 
bre d'opérations, on parvenait à une fonction v; telle que W,—a, ne soit pas 
divisible par Z(w, v). Montrons maintenant qu'il en est toujours ainsi. 

Si dans les équations (4) on remplace u et v par deux fonctions arbitraires 
d'un paramètre ¢, régulières pour =o et s'annulant pour cette valeur, pour 
des valeurs assez petites de t les seconds membres seront des fonctions régulières 
de t, et x et y se présentent ainsi comme fonctions régulières d'un seul para- 


mètre. On peut alors considérer x comme fonction de y, et le développer, comme 
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on sait, suivant les puissances entières et positives de (y)? p étant un entier 
positif. Or les premiers termes du développement sont manifestement donnés 
par la formule (14) jusqu'au terme en „°-! inclusivement. Si on ne parvient 
pas à une fonction V, telle que //, — a, ne soit pas divisible par / (u, v), on pour- 
rait avoir tous les termes du développement de x suivant les puissances de y; 
cela revient à dire que x serait toujours la méme fonction de y quelles que soient 
les deux fonctions de ¢ qui remplacent w et v. Mais alors il y aurait évidem- 
ment une relation entre 2 et y considérées comme fonctions de u et v, hypothèse 


que nous avons écartée. 
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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DE 
CERTAINES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


PAR 
E. STRIDSBERG 


à STOCKHOLM. 


CHAPITRE I. 
Introduction. 


L'étude suivante sur les propriétés arithmétiques de certaines fonctions 
transcendantes a pour origine et pour base essentielle d'une part les célèbres 
recherches concernant la transcendance des nombres e et ;r qui ont été faites 
par HERMITE, LINDEMANN, WEIERSTRASS et autres ainsi que les méthodes suivies 
par ces savants, d'autre part les recherches trés intéressantes sur les propriétés 
arithmétiques des intégrales de certaines équations différentielles linéaires qu'on 
doit à MM. Hurwirz et BENDIXSON et où l'on retrouve sous une forme nouvelle 
certaines conséquences jusqu'ici peu observées de la preuve de l'irrationalité des 
nombres e et z donnée par LAMBERT et LEGENDRE. 

Dans un mémoire célèbre, HERMITE a démontré la proposition suivante: ! 

Désignons par E(x) la fonction exponentielle. Soient aa, ...x, des nombres 
rationnels inégaux d'ailieurs arbitraires, et soient C,C,... C, des nombres ration- 
nels quelconques, avec C,» o. Il ne pourra jamais exister une relation de la forme: 

n 
(1) » Ci, E (xy) = o. 


’ Hermire: Sur la fonction exponentielle. Compt. rend, t. 77. 1873. 
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Cette proposition est, comme je montrerai dans ce travail, applicable aussi 
à certaines fonctions d’un type plus général que la fonction exponentielle. 

Or, pour cette derniére fonction elle offre, comme on le sait, un intérét 
tout a fait particulier. 

En effet, comme, d’après le théorème d’addition pour Ja fonction exponen- 


tielle, on aura 


E (xy) — e^, 


il s'ensuit que e ne peut étre la racine d'une équation algébrique à coefficients 
rationnels, c'est-à-dire que e doit être, selon la terminologie de M. KRONECKER, 
un nombre transcendant. 

En partant des recherches précitées, M. LINDEMANN a le premier établi que 
;r est aussi un nombre transcendant. 

Je me permettrai dans ce qui suit de désigner par le théorème de Lindemann 


la proposition suivante: 


Soient E,... E, les racines d'une équation algébrique. Si av, ... o, désignent 
des nombres rationnels ou des expressions linéaires dans £,...£ à coefficients ra- 
tionnels, avec x; xy pour 1 k, si C,0,... C, sont des nombres ralionnels, n’etant 


pas tous égaux à zéro, et si l'expression 


dr C,H (xx) 


0 


est symétrique dans §,...§n, il ne peut exister une relation de la forme 
LU 
(1) Si CLE (xx) — 0. 


0 


WEIERSTRASS a donné une transformation extrêmement intéressante des dé- 
monstrations fournies par HERMITE et LINDEMANN et développé les recherches 
de ce dernier.! 

En s'appuyant sur le théorème d’addition, WEIERSTRASS finit par démontrer 
la proposition générale suivante, énoncée sans démonstration par M. LINDEMANN: 


Théorème. Si l'on a une relation de la forme 


n 
v . ^ 
(1) > C, E (xy) = o (x, ~ a, pour i#o, et C, 7 0); 
0 
les nombres C,C,...Cn, qom, ... v, ne peuvent être tous algébriques. 
? Weiersrrass: Zu Lindemann’s Abhandlung Ueber die Ludolph'sche Zahl. Sitz. ber. der 
Ak. d. Wissensch. zu Berlin, 1885, p. 1067—1085. (Voir aussi: Mathematische Werke von RK. 


Weierstrass, Band 2, p. 341—362). 
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Du moment que, par exemple, e" est un nombre algébrique, x ne peut être 
un nombre algébrique. 

Parmi les autres transformations de cette preuve faites après WEIERSTRASS, 
je ne rappellerai que celle de Hi-pert-Hurwitz-GorDAN* qui, surtout dans la 
forme que GorDAN y a donnée, a été d'une importance capitale pour mes études. 
Ces études nécessitant chez le lecteur la connaissance de la preuve de GORDAN, 
je crois devoir en donner ici un exposé sommaire. 

GORDAN introduit un caractère h avec la signification symbolique suivante: 

hr désignera toujours |r, 7 étant un entier quelconque > 0; 


7 


h 
, 1 ifier 1 , ig ur HA S , d 1 
h".h" ne signifiera pas |u .|v, mais hit”, c.-à.-d. |u + v, et, par suite, pr Be 
signifiera jamais A“ mais le quotient de |u par |rv; 


(x + h)" sera défini par Ja formule du binôme, à savoir 


(e+ hy at Woe Man 


^k <br Fe 


Par conséquent, f(x) désignant une fonction rationnelle entière quelconque, 
soit de dégré m, f(x -+ h) sera défini par la série de TAYLOR, savoir 


ihe l ‚u m 
f(x +h) = Lu fa) = Ye f(a) 
S u i 


Cela posé, GoRDAN a, de la manière suivante, démontré directement, en 
partant de la série exponentielle, le théorème d'HErmITE regardant la transcen- 
dance du nombre e. 


Si l'on arrête ladite série à un terme arbitraire, soit au terme (r + 1)", on 


obtiendra 
ys 4 A ^ 
que ar (r4 hy a 
E(a)= Du + kr) = pae). 
LES BE 
où l'on aura | z,(x)|< £(]x]|) et par suite 
(21) hr E (x) = (x + hr + A(x) a” E(| x) |a-(a) | € x. 
Soit 
(x a )? jase v x" 
f(a) Il: (u— 24)? = Pay > 
Eu me ie 
1 Hinperr: Ueber die Transcendenz der Zahlen e und rz. Hunwrrz: Beweis der Tran 
scendenz der Zahl e. Gorpan: Transcendenz von e und 7. — Toutes ces trois notes se retrou 


vent dans les Math, Annalen, tome 43, 1893. 
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et mettons 


a 
(p(x) = » dy Ay (x) | 7 
0 HL 
nous aurons 


p—1 ,7 


Es ll (x — x; +h)? + p(x) E( EJ ), 
1 





d'ou lon tire 


— 
ID 
— 


f(t) IC. E(x) = A + B+C. 
0 


où jai posé, pour abréger, 


Le ay. — 7% p—1}p 2, 
B — NY. (7 (xx E =X + À) h ll (ap — 595 dE h)P 
1 


1 [p= 


J = De Crp ox) E([2s])- 
0 


On aura évidemment 


Io) e À 
0 





x” 
Qv 1—|- 
E 


Le dernier terme (C) du membre droit de l'équation (2) est done, pour des 
valeurs de p assez grandes, d'une valeur numérique inférieure à 1. Soient main- 
tenant x,2,... X, C,C,... C, des entiers quelconques; les deux autres termes (A 
et B) seront de méme des entiers, dont B sera divisible par p. 

En admettant que le membre gauche soit égal à zéro, C doit de méme se 


réduire à un nombre entier, et l'on aura, pour des valeurs de p assez grandes, 
C—=0\ d'où 


A+B=o, 


et, par suite, A sera de même divisible par p. 
Or, l’on aura 


A=C, ll: (x — 24)? (mod. p). 
1 


Supposons le produit 


-I 
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K =|C, II: (zy —ti)| = 0. 
1 


Si done p est un nombre premier assez grand et > K, A ne pourra pas 
étre divisible par p, et, par suite, le membre gauche de l'équation (2) ne peut 
s'annuler. CHOOSE D): 

Par la voie indiquée par WEIERSTRASS, cette preuve se laisse généraliser 
jusqu'à embrasser la proposition de LINDEMANN. Les idées directrices d'une 
pareille preuve étendue se retrouvent — sous une forme adaptée aux besoins de 
la démonstration — dans les recherches du chapitre II $ 3 de ce mémoire. 


LAMBERT est, comme on le sait, le premier qui ait d’une manière rigoureuse 
établi Virrationalité des nombres e et x, et sa démonstration a été plus tard dé- 
veloppée par LEGENDRE.! 

LEGENDRE étudie la fonction suivante 


en. ge 
qi) = vi.) 
où l’on aura 
TE 
^oc — [ID 6 +20 (NO = 
0 


On obtient par des calculs élémentaires cette belle formule de développe- 
ment en fraction continue: 


(3) ere ras ie 


Or, d’après un théorème de LEGENDRE devenu classique dans la théorie des 


fractions continues, il ne peut arriver, quelles que soient les valeurs données ra- 


1 Lampert: Vorläufige Kentnisse für die, so die Quadratur und Rectification des Circuls 
suchen. Beytriige z. Gebrauche der Mathematik u. deren Anwendung. II, p. 140—169. Berlin 
1770. (Le mémoire a été éerit en 1766. Lecexpre: Eléments de géométrie. Note 4. ire édi 
tion, Paris 1794—35me éd., ib. 1900. — Les deux mémoires ont été littéralement reproduits dans 
l'oeuvre de M. F. Runio: Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre. Vier Abhandlungen über 
die Kreismessung. Leipzig, Teubner. 1892. 


a 7. = : ^ 
? J'emploie iei et dans ce qui suit la notation connue | “| pour représenter une fraction 
Ük 
continue de la forme: 
ffo 
Bota 


8,4 


238 E. Stridsberg. 


tionnelles de a et de z, que la fraction continue ci-dessus obtenue se réduise à 
un nombre rationnel.! 

Cette proposition remarquable établie par LEGENDRE peut évidemment être 
exprimée encore sous la forme suivante: 


Designons par ce une constante arbitraire, et introduisons 


Si l'on considère q(z) comme fonction de x — avec les paramètres 5 et c 
— soit 
p(z) = V(x/e, 5), 
on aura 
p(+1)=bV'(x/c, b), 

d'où 

» x Pee a IE Cx | 

x CV) el EDR 


et l’on pourra formuler de la manière suivante le théorème de Legendre: 


b et c étant des nombres rationnels quelconques, désignons par ky le produit 


el posons 





la dérivée logarithmique de V(x) ne peut jamais avoir une valeur rationnelle pour 
des valeurs rationnelles de l'argument différentes de zéro. 
in remplaçant b par 2 et c par 4, on aura 


e? +e* 


2 


9 


, V(—2*)-— cos x, 


Wiz 








d'ou l'on tire, comme cas spécial, le théorème de Lambert: 


er el v ainsi que Igw et x ne peuvent étre simultanément rationnels, sauf le 
- . 7 , . d EA . . 
cas où x — 0. Par suite, lg — étant ralionnel, x doit étre irrationnel. 
4 


Dans le cas général, V(x) représentera évidemment une fonction entière, 


intégrale particulière d’une équation différentielle de BEssEL, à savoir de l'équation 


! Une autre propriété intéressante de cette fraction continue me parait digne d'une men- 
tion en passant: c'est qu'elle représentera une fonction de z qui ne satisfera à aucune équa- 
tion différentielle algébrique. 
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du V 
(4) ppp Arp [V.— = |: 
: da" 
Sous cette dernière forme le théorème de LEGENDRE a été trouvé pour la 
première fois par M. Hurwırz et — indépendamment — aussi par M. BENDIX- 
son.! 


Les mémoires de M. Hurwitz consacrés à ce sujet ont été publiés dans les 
Math. Annalen sous le titre »Ueber arithmetische Eigenschaften gewisser trans- 
cendenter Functionen I (Band 22, 1882) und II (Band 32, 1888).» 

Le dernier de ces mémoires a été provoqué par un article de M. Ratner,” 
où l'auteur cherche à employer les méthodes de M. Hurwitz pour étudier méme 
des équations différentielles linéaires plus générales que celle que nous avons 
indiquée ci-dessus par (4). 

A ce propos, M. Hurwrrz fournit une nouvelle preuve du théorème de LE- 
GENDRE, preuve qui, comme il le fait comprendre lui-méme, n'est qu'une tran- 
scription de la preuve de LEGENDRE, mais qui offre l'avantage d'étre applicable 
dans une certaine mésure à des fonctions d'un type plus général. 


Soit r une constante arbitraire, nous aurons 
V (a/c, 6) = V(ra/re, rb), 


et, par suite, nous pouvons nous borner au cas où x, b et c désignent des nom- 


bres entiers. 


Pa y CE " : : 
Désignons par ^" la réduite um® de la fraction continue (3), nous aurons 
m 
, 3 fu 
évidemment 
(— z)te*a^ V, — V w,—czViqa (10:0 1,2... „ad. inf.). 


W, et g, doivent être des polynómes rationnels de x, b et c à coefficients entiers. 


Cela posé, si V,: V se réduit à un nombre rationnel, soit 
V=k,o et V, — 0, 
où k. et k, désignent des nombres entiers ou nuls, on obtiendra 
0 1 > > 
(5) ca" V, — k,o, avec k, entier. 


A partir d'une certaine valeur de uw, soit pour i > À, le membre gauche de 
(5) doit étre inférieur en valeur numérique à une quantité donnée quelconque o, 


1 Bexnixsox: Sur les équations différentielles linéaires à solutions périodiques. Kungl. 
Vetensk. Akad. Ofversikt. Stockholm 1896. — On trouvera dans ee mémoire le théorème de 
Lucenpre appliqué, d'une manière fort intéressante, à l'étude des solutions périodiques de cer 
taines équations différentielles linéaires. 

? Rarxer: Ueber eine Eigenschaft vewisser linearer irreductibler Differentialgleichungen, 
Math. Ann. Band 32. 1888. 
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c'est-à-dire, en d'autres termes, que le nombre entier |%,| doit être <1, et, par 


conséquent, on aura 
ky, — 0 et de méme V,— 0, pour u>4. 


On aura done pour V une fonction rationnelle de a, ce qui est impossible. 

La proposition énoncée se trouve donc démontrée. 

M. Hurwırz cherche ensuite — et réussit jusqu'à un certain point — à 
étendre cette démonstration à des fonctions d'un type plus général, entre autres 
à certaines séries hypergéométriques généralisées.! 

C'est surtout les idées exprimées dans ce dernier mémoire de M. Hurwırz 
qui m'ont fait entreprendre les recherches publiées dans les chapitres suivants 
de ce travail. 

Dans le chapitre II je continuerai les recherches commencées par LEGEN- 
DRE et Hurwitz sur certaines fonctions de Besser; le chapitre III sera con- 


sacré à des fonctions un peu plus générales. 


CHAPITRE II. 
Sur quelques propriétés arithmétiques de certaines fonctions de Bessel. 


$1. Nous étudierons d'abord l'équation différentielle qui fait l'objet des 


recherches de M. Hurwitz, à savoir 


(1) ev das Adr Een 


Nous ferons pour le moment à l'égard des coefficients de cette équation 
seulement cette supposition que c o. (Si c — o, l'équation (1) se transforme en 
effet, comme on le voit, dans l'équation différentielle de la fonction exponen- 
tielle). 

Désignons par k}(e) ou, plus brièvement encore, par ky le produit 


kv 


j b(b+c)...(b+v—1ıc), 


l'indice » étant > 1, et soit pour v=o: kj — 1. 


! Hurwırz loc. cit. Voir aussi p. 272 et suivantes de ce travail. 
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Les intégrales particulières de l'équation (1) sont 





o6 "T 
V (xj c, 6) =>» ——, et 
ky |v 
(2) NDS 
Mc toy = aie (ICE DEEE je 
On aura évidemment tous les coefficients kr 7 0, sauf le cas où b est un 
multiple de — c, soit pour b= — 4c (2 désignant un nombre entier 7o). 
Dans ce cas, on trouve en effet 
| li 
pour » € À: ky — (— e) —— 
x et pour v >A: $; — 0. | 
Par conséquent, V(x/c,b) a évidemment toujours un sens déterminé pour 
bÆ— 1e, et représente une fonction entière. Si, d'autre part, b — — 2c, l'autre 


intégrale V(x/c,b) représentera à son tour une fonction entière. 


La dérivée nième de V sera évidemment 
7 sn == 7 sn 
V,(x/c, b) ps V (w/c,b + nc). 


Nous pouvons donc restreindre l'étude arithmétique des intégrales de l'équa- 
tion différentielle (1) et de toutes leurs dérivées à l'examen des fonctions 
V (x/c,b) (b # he). 

Avant d'aborder cette étude, 
cients 5; quelques lemmes élémentaires, dont je ferai, dans ce qui suit, un usage 


je crois utile d'établir concernant les coeffi- 


fréquent. 
Je donnerai d'abord au caractère ky, une signification symbolique analogue 


à celle qu'a donnée M. GORDAN au caractère h (voir ci-dessus p. 235), de sorte que 


ky .k, désignera toujours k*", c.-à.-d. le produit 
b(b+c)....(b+uwE»v—7rc), 


et non pas le produit de ky et de E, 


(x + ky)’ sera défini par la formule du binôme, à savoir 


Mr T. ^P" 
x + ky 2 \ ki GEL 
( Ch) NO ware 
fr ~-_ Vv |? V 
= OX LR 
Acta mathematica, 33. Imprimé le 23 septembre 1909 31 
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Cela posé, j'établirai les propositions suivantes: 
Lemme I: a, b et c. désignant des quantités arbitraires et v étant un entier 


positif quelconque, on aura toujours 
(Tea + ko) = > b 


(ky, désignant kr (c), kj = kj (e), kr =F, (e).) 
Pour r — o et pour r — r, la proposition est évidente. 
Supposons dés lors, que r soit un entier quelconque > 1. 


On aura 


il nbl ig ee ky kr-” 
(ky + ka)? —|r —1 = a E deme 
|o em rer y 
r—1 HU Lr—1l—v 
I 





d 


=| >» (a+b + cr—1)— 


Pgs y 
0 Be | a es 


— (a + b+ er — x) (ke + ka)", 


d’où 
tie UM] 2359 Le " ^ \r—1 
(ky 2 Ka) E (kn + Kal ih ky + ka ee C. Q. F. D. 
[D k b +a Ey ka 


Ce lemme élémentaire, qui a été trouvé probablement pour la première fois 
par VANDERMONDE, subsistera méme en cas d'évanouissement de l’un ou de 
l'autre des termes de la série donnée pour (k, + ka)’ ou de tous ces termes. 

On en déduit comme corollaire cette autre proposition: 


Lemme II: Soit 


une fonction rationnelle entière quelconque, et mettons 


| f(ko) = Zr ay ky, 


NOUS ŒUTONS 
m 


f (sen) i (e) = h (ki), 


où l’on aura mis 
N 


h(x) S pre (a) 


On trouvera de méme pour les dérivées d'un ordre quelconque 
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Peso) = No quinta) = he (ho). 


Lemme III. Si Von donne à b et à c des valeurs entières, r et v désignant 


des entiers positifs quelconques, soit, pour préciser, o 5 v € r, on aura 


„— nombre entier. 


En effet, comme 
ke (— c) = (— 1y& (e). 
il ny a lieu de s'occuper que des valeurs positives de c. 
La formule 


c’-! ° — nombre entier 


est évidente pour »— 1 et pour »—2, et pourra encore être démontrée pour 
y > 3 par déduction de r —1 à r. 

"Supposons, en effet, que ladite formule soit vraie pour 15 » —r-—— I, et 
désignons par « un entier quelconque > o. 


On aura 


K 
»r—2 (pr P. »—2 Ir 1 |y y , pv—1 ba .pr—1—» b 
€ (boc ky) C hi, T |? zy C € |r E 9 


d'où 
—2 [Jr ay w—2 Ir 
CARE DE kr (mod. ln) 
et, par suite, 
cl 
1—2 hr - r—2 y va a r—l pr Cc x 
Vase cca A LE KE) ki, (mod. |r). 
0 
Or, etant 
Gral) (mod. |n» 


on aura de méme 
o -—1) pr . "»» 
c'—k;-—o (mod. |"), pour r > 1. 


Cela établi, on aura encore 


1 


w—l fr 
c7! kf . ; 
kr nombre entier, pour 1<ev<r, 
JF CYAN 


a" 
(dot y , 
DEG 


A fortiori, on trouvera 
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e" kr 
, ; 
-—— == nombre entier, 
|v ie 
—, 2 
et cette formule restera vraie encore pour 1 — o. Gis (09 YS ID). 


La formule 
cr kr 
| ' — nombre entier, pour r> r. 
= 


se déduit aisément comme un cas spécial du célèbre théorème d’EISENSTEIN con- 
cernant les coefficients du développement en serie de TayLor d'une fonction 
algébrique. 

On trouve en effet 


o0 cr ler 


(x — ex) 2le = A Bar 
a ale 


J'ai préféré toutefois conserver la démonstration très-élémentaire donnée 
ci-dessus sans supposer connues les recherches d’EiSENSTEIN. 

On aura, comme conséquence immédiate du lemme III, la proposition sui- 
vante: 

Lemme IV. Soient o9?a!...a",0990!...B" ainsi que a, b et c des nombres 


entiers quelconques.  J'introduis, pour abréger, la notation suivante: 


^Td-t su | oN AL " Dun 
kr ks (t } ce Die 


u 
D e N N 
(D — m — poen kt Dy - T == 
j ak RICE i) na Ub b prvv|y Ru y 
a b \ / 0 a rn b D 


u, r et s désignant des entiers positifs; on a toujours 


p — nombre entier. 


En effet, chaque terme de la série 


m "c virtu c" kstu 
N, cog». c . b 
a u—v kr" |v Ru) 
i a h 


0 ——— 


est, comme on le voit, un produit de nombres entiers, et, par suite, la somme 


Q. QAR D: 


J'ai préféré grouper ici ces lemmes préliminaires afin d'éviter, dans ce qui 


elle-même devra se réduire à un nombre entier. 


suit, des digressions encombrantes. 


! Conf. Heri: Cours professé pendant le 2° semestre 1881—82, Paris. Hermann. 1583. 
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$ 2. Je vais chercher maintenant à étudier de près la fonetion V(v/c, b) 


pour des valeurs rationnelles des paramètres b et c et pour des valeurs algébri- 





ques — notamment rationnelles de l'argument. 

On peut d'abord. démontrer que non seulement le théorème de Lambert, mais en- 
core la proposition plus générale d'Hermite (et même celle de M. Lindemann) con- 
cernant la fonction exponentielle — sous la forme que j'ai donnée dans le chapitre 
précédent à ces propositions — correspondent à des propositions analogues pour la 
fonction V et pour ses dérivées d'ordre quelconque. 

Nous supposons, d'après ce qui précède, que b et c soient des nombres 
rationnels quelconques (c- 0), et que l'argument x soit un nombre algébrique 
quelconque. 

Designons par (v/c,b) lintégrale générale de l'équation différentielle (x), 
et soit r une constante arbitraire, nous aurons, comme le fait observer M. Hur- 
WITZ, 

EF (rx / rb, rc) =F(x/c,b). 


On peut donc, sans diminuer la généralité des recherches, supposer que c 
et b' soient des nombres entiers, avec c» 0, et que x soit un nombre entier algé- 


brique, c.-à.-d. racine d’une équation de la forme 


n 
' 
atl + Y dy x” —0 


, 


les a,a,...a, étant tous des nombres entiers ou nuls. 
Tout particulièrement, il est done inutile d'examiner # pour d'autres va- 
leurs rationnelles de argument que des nombres entiers. 
Pour l'étude arithmétique plus approfondie de la série V(x/c, 5), jai pro- 
cédé de la manière suivante: 


. . ep IS LU 
Soit » un entier positif quelconque, et désignons par E| 
; 


| le plus grand 


entier 
> 
J'introduis les définitions et les notations suivantes: 
Soit 
AR e (a ) Te 
et, pour l'indice » > 1, 





(3) |n - ki |" 24/2 : 
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Je fais observer que, b et c étant supposés des nombres entiers, toutes les 


fonctions 


représenteront des fonctions rationnelles entières à coefficients entiers. 
On trouve entre ces fonctions w" les relations suivantes: 


Comme 


(6 + c» —4—)(v—4)-(b-4-cv»—z)(»—22)-- A(5-4-6€4— x), 
on aura 


|" 5 ke |r—1—24 À 


























LESE: kj |r—2—24À ; 
DEO ; 0 
d'ou lon tire 
A ONG) —— »—1(2:/ 6, b w2(z/c,b 
(4) Ban be y— rc)" ae er AU) 
L pat Der 


Introduisons maintenant un caractère w avec la signification symbolique 
suivante: ! 


' Les systèmes symboliques qu'on rencontre dans ce travail ne sont ni iei ni ailleurs 


indispensables à la démonstration. Au contraire, ce serait une chose simple, bien qu'amenant 
sans doute par ci par là certains embarras de nature formelle, que de transerire la preuve sans 
se servir de ces symboles. 

Si je les ai conservés, c'est qu'ils me paraissent faire ressortir d'une facon plus claire les 
propriétés arithmétiques des fonctions et aussi qu'ils m'ont fourni le moyen technique à l'aide 
duquel j'ai réussi à démontrer mes propositions. 

Il m'a paru utile de faire cette observation, car M. VAHLEN a trouvé nécessaire d'intro- 
duire dans les Math. Annalen une nouveile preuve élémentaire arithmetico-algebrique de la 
transcendance de e, preuve qui, à l'instar de celles de Hvnwrrz et de GonpaN, se base sur la 
preuve de Hırserr, mais qui posséderait, par rapport à celle de Gonpaw, l'avantage de »ne pas 
se servir de désignations symboliques 

Il ne serait guère difficile non plus de montrer que ce n'est nullement à une faiblesse 
essentielle de la preuve de GonpAN que M. VanneN s'est attaqué dans le passage precité. 

Laissant de côté l'exécution formelle — chose relativement peu importante — le mérite 
principal de la preuve de Gorvan me semble être de ramener d'une manière plus simple et plus 
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Nous désignerons par 


[r + u(x/c, 5) 


lr 


ou, plus brièvement, par ^—,- 


la somme 


i> z = 
2 pecie 


r étant un entier positif queleonque. 


Y a} ur— (z[e, b) 


Done, si f(x) est une fonction entière rationnelle quelconque, soit de degré n, 


N V(y 
f(x + u) désignera Y a 2m) 
0 


On trouve d'aprés l'équation (4) 


- 7—1 À 
— > (b-Fer — 1 — 4), 


0 


(rur c 


B 


d'oü 


q^ ur—1— G1) 





PUT 





palpable que les preuves précédentes les recherches sur les propriétés arithmétiques de la fonc 
tion ez à l'étude des coefficients de la série exponentielle. 

C'est à cause de cette qualité de la preuve en question quil m'a semblé naturel de la 
prendre pour base d'un essai de dériver des coefficients des séries de Tayror représentant les 
fonctions qui font l'objet de mes recherches, et qui ont avee la fonction exponentielle une 
certaine affinité, des propriétés arithmétiques apparentées à celles qu'on a constatées chez la 
dite fonction. 

La preuve de Gorpay, telle qu'elle a été exposée p. 235 et s., ramène l'étude de la fone 
tion exponentielle d'une part à la propriété de lr qui à l'endroit cité a donné lieu à l'équation 


(2!) hr E(x) = (x + hy + dr ar E(x), 


d'autre part au théorème d'addition 

I faut pourtant observer que déja l'équation (2) à elle seule aurait suffi pour une étude 
non seulement de relations linéaires mais aussi de relations rationnelles de degré supérieur de 
la fonction exponentielle. 

En effet, on trouve d'apres l'équation (2) 


h—a,y E(x,) = hr -E y aT E(| an |), 
d'où l'on aura 


h—ayy Ea). E(x) = (et hr war E(| a [) + d'y 7 E(| 2, |) Ex) 
et, par suite, 


2!) her E(2,) B(x) = (ear, + hr tor qoe +} an Dn ECL ans |). BC oe D), 


où l'on aura | p; | < 1. 


On est amené par là à chercher une généralisation des deux équations (2) et (2" 
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(v + u)” an b+er—ı Y q^ ms (x + u) 


Hp — Hj Aj eee PIE 
et, par suite, 
x (x + u)" D oa 
c) Rp 
i|" 0 3 |? 


Si l’on arrête la série V(x/c,b) à un terme arbitraire, soit au terme (7+ r)me, 
on obtiendra 


2o» 27. 
6! V (alc, y : 
(6') (w/o >) sm kil kp zio) 
(TEEN) x (x) 
EN ae 
où l’on doit avoir 
x x 


iG) (b c er)(r-c 1)  (b + cr)(b + cr + x)(r + x)(r +2) 


Or, soit z le premier nombre entier positif pour lequel 


b ex», 
et introduisons 


T Le 
O(a) || ae 
TE fay 
on aura dans tous les cas 
Lyr(@)| SU (leh): 


Si, de plus, nous introduisons le caractère A(c, b) avec une signification 


symbolique qui se rattache à celle de GORDAN (voir p. 235), de sorte que h” dé- 


signe 2"(0/c,b), d'ou 

hr = kr |r. 
l'équation (6') peut s’écrire, comme on le voit aisément, 
(6) hr V (x) = (x + uy + Aja" U (|a), 


dde 
où l'on aura 


[Ar (ac) | sore 


Or, soit f(x) un polynôme rationnel quelconque, mettons 


NE See 
f(z) = 2 VE 
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et soit 


Il s’ensuit que 
(7) fr) V (x) = f(x + u) # p(x) U(|x]). 


ou l'on aura évidemment 


a | 
0 be 
Soient maintenant a,2,...%, (n +1) nombres rationnels quelconques iné- 
gaux, et soient de même C,C,...C, des nombres rationnels quelconques = o. 


Cela posé, supposons qu'il existe une relation de la forme 
he 
(8) W — I Cy V (xx | e, b) = o. 
0 


On pourra, comme nous l'avons déjà remarqué, sans diminuer la généralité 
de nos recherches, supposer que z,2,...c, ainsi que C,C,... C, soient tous des 
nombres entiers. 


Si maintenant n = o0 et æ,— 0, nous aurons 
MCE 0: 


Dans tout autre cas, nous pourrons, tous les x; étant inégaux, supposer, 


pour plus de simplicité, que les x; soient ordonnés de telle manière que 
X < O. 
Désignons par À et p deux entiers positifs quelconques, soit 
p > À. 


Pour préciser, je suppose que p soit un entier impair, et que À doive être 


choisi dans l'intervalle 
(7) 
Je mets encore 


Eee, 
f(x) l I (a — v;)?, 


d’où l'on tire 
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free ET npo ac Wr + UE 


1 


et j'aurai par conséquent 


(10) o= f(h) Ir €. V (xx) — A 4- B 4 €, 


E 


oü j'ai introduit, pour abréger, 


272 5 N 
zal em 2 "n Il: Gr Eu (ano) 
1 


Lu 


Y Tr X ae (xx) : I 
D — DAT alt == i E N up Il (xy — vi + wu)? 
1 ER 1 


C= > Org (vy) U(|2z]). 


0 


Or, x étant un nombre entier, les fonctions 


3 


seront, d’après ce qui précède, toujours des entiers, et il en résulte que A et B 
seront de même des nombres entiers. 
Dans ce cas, C sera encore un nombre entier. 


Or, l’on pourra toujours choisir p assez grand pour que 
} E 
|C | soit inférieur à 1, 


quel que soit l'entier 4 choisi dans l'intervalle (7). 


Done, nous aurons 
C'= 0, 
d’où encore 
A+B=o. 


Or, l'on trouve aisément 
B —o (mod. p) 
; 
et, par conséquent, on aura de méme 


A — o (mod. p). 


Si p est un nombre premier, on aura évidemment 
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ee, 
ii JE (x, — 2)? (mod. p). 


Or, soit p un nombre premier assez grand et supérieur à la valeur numéri- 


que de 
C, Ik (2, — 25); 
1 
on aura 
(11) ma T (mod. p). 


Nous prenons le nombre premier 
p>lbcx,l. 


Designons par »—1 et » deux nombres consécutifs dans l'intervalle (7), et 
substituons successivement dans l'équation (11) 


A=yv et A=v—1, 
nous aurons 
u u (x) 


I 


o et 


E 7 0 (mod. p). 





Par conséquent, d’après l'équation (4), nous obtiendrons 


wu"? (a, ) 
C |» : = (mod. p), 


2 


et, comme |cez,| € p, il faut encore que 


le) 


Vv 2 


De proche en proche, on trouvera de méme que tous les 


Oo (mod. p). 


u^ (a) 
to (mod. p) 
|^ 
pour 
AS 
Done l'on aura enfin 
ul (x) zo (mod. p), 


c.-à.-d. que b devra être divisible par p, ce qui est impossible, puisque nous 


avons supposé 
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o « |5] € p. GSO 07 D; 


Nous aurons done la la proposition générale suivante: 


Théorème. Si lon désigne par v2, ... x, (m + 1) nombres rationnels inégaux, 
d'ailleurs quelconques, si c et b désignent des nombres rationnels quelconques, et que 
C,C, ... C, soient de méme des nombres rationnels quelconques, qui ne sont pas tous 


égaux à zéro, il ne pourra jamais exister une relation de la forme 


(8) D: Cz V (x / C, b) L—109. 


Corollaire. Pour une valeur rationnelle de l'argument différente de zéro, d'ail- 
leurs arbitraire, ni V(x) ni aucune de ses dérivées peuvent prendre une valeur ra- 


tionnelle ou devenir zéro. 


§ 3. Il ne sera pas sans intérêt pour une continuation éventuelle des re- 
cherches sur les fonctions qui nous occupent de montrer que même le théorème 
de Lindemann est applicable à ces fonctions. 

En effet, soient 


= «Jj Part 
FE) Da Cine — 0 POUR; y 


une suite d'équations algébriques irréductibles à coefficients entiers, dont les 


racines seront respectivement 


So ner (v t Dry Sem 


Tous les a;., doivent être supposés des entiers ou nuls. 

Soient de plus a,2,...2, des nombres rationnels quelconques ou des ex- 
pressions linéaires à coefficients entiers des quantités données 5; je suppose tous 
les x inégaux entre eux. 

Soient encore C,C,...0, des nombres rationnels quelconques qui ne sont 
yas tous égaux à zéro, et supposons qu'on ait choisi z,2,...25, €C,0,... C54 de 

= 0 1 ’ 0 i 


manière que l'expression 


W = Y«O,V (ar c, b) 


soit une fonction symétrique de chacun des systèmes 
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En (vn, Dee): 


ri 


Ceci posé, j'établirai la proposition suivante: 
Théorème. // ne peut exister, dans les conditions données, aucune relation de 


la forme 


(8) We 


En effet, nous pourrons, comme il a été déjà observé, supposer, sans di- 


minuer la généralité des recherches, que tous les 5 soient des nombres algébri- 





ques entiers, que C,C,... C, soient des entiers = o, qui ne sont pas tous néga- 
tifs, et que a,x,...æ, soient de même des entiers ou des expressions linéaires 
des € à coefficients entiers. 

Ceci posé, les æ,x,...x, étant de méme des nombres algébriques entiers, 
désignons respectivement par 6;(x) la fonction rationnelle entière irréductible qui 
s'annule pour a=; (6—0, 1...) 

Je suppose que C,C,...Cn soient rangés de manière que 


C5 € C, pour Bp >a. 


Soit C,,, le premier des coefficients C qui soit inférieur à C,, de sorte que 


C (Que >>) (u > 0) 


(Orbe (e. POULET 2 Ce 


, 


Comme W a été supposé symétrique dans chacun des systèmes S, il en sera 


évidemment de méme pour chacune des sommes 


n 
Y . 
de Crx? (vy = 1, 2,...ad inf.) 
0 
et par conséquent toutes ces sommes se réduiront 4 des nombres entiers. 


Posons maintenant 


0 (ar) Il: (); (a). 


Soit z(v) le plus grand diviseur commun de 6(x) et de (3), et désignons 
par W(x) le quotient de 0(v) par x(x). 
Il faut done, comme on le sait, que W(x) soit de méme une fonction ration- 


nelle entière de x à coefficients entiers. Soit 
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n+p 
W(x) = IT: (« — ©); 


‘ 


où x,æ,...2, seront les x donnés et 2,y1...42»4, représenteront des nombres 
algébriques entiers étrangers, tous distincts et différents des ax, . . . xy. 
Chacune des sommes 
n+p 
D: Car (= x 2 "ad int) 
0 


est par suite un nombre entier. 
Cela posé, introduisons 
Cn+ = 0 pour i— 71, 2,...p 
et posons 
C'r=C—Cr>0o, pour k=u+x,...n+p; 


chacune des sommes 


n+p 
D Cat Sse adams) 
n1 
se réduira à un nombre entier. 
Par conséquent, le produit 
n+p 
Il: (x = Be) ER 
util 


représentera une fonction entière rationnelle de x à coefficients entiers. 


Il en sera de méme, comme on le sait, pour chacun des produits 


ll; (x — cx); 


qui correspondent à tous les indices k, pour lesquels les C"; prennent la méme 
valeur. 


Comme, par conséquent, le produit 


np 
Il; (x — xx) 


Il: (2 — xx) 


pil 


aussi bien que le produit 


seront des polynómes à coefficients entiers, il en sera enfin de méme pour le 


produit 
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Hu 


Il: (x = x) 0 


Cela posé, en désignant par 
e 
(12 
gta = @—an 
0 


un facteur irréductible de ce dernier produit et par F(x) un polynôme ration- 
nel à coefficients entiers, d’ailleurs arbitraire, on trouvera que non seulement la 
somme 


De Cu (xx) 


0 


mais encore les sommes 


De CF (xx) et Ir CF (xx) 


0 


n+1 
se réduiront à des nombres entiers. 
Or, formons les fonctions 
> in 
P(x) yg. 
fv.1(&) = 2 l^ Il: (AE (v.=0,1,... n). 
— n+l 


À et p pourront être choisis de la même manière que dans le numéro pré- 
cédent (p. 249). 


Toutes les fonctions 


[^ fy. (2) 


seront, conformément à ce qui a été dit plus haut, des polynómes de x à coeffi- 
cients entiers. 


On aura (voir le numéro précédent) 


o=fya(h)W=A+ BHT 


où l’on a mis 


A C 3} fv. a (i + u) 


0 


B= Se Oyf, a (kw) 


nl 
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n 
T = Se CuGy.a(ax) U (| axl). 
0 
A et B seront des nombres entiers, d’où il résulte que I" sera de méme 
entier. 
p étant pris assez grand, on aura 


Ir: | or d'où 0); 


et, par conséquent, on aura encore 


ZA Bi 
De plus, on a 
B — o (mod. y), 
ce qui entraine 
A —0 (mod. p). 


Si done p est un nombre premier assez grand et supérieur à C, on aura 


Dr fv.a(az + u)=o (mod. p) (vy =0,1,...7) 


0 
(en supposant 4 choisi dans l'intervalle (7) p. 17). 


n EIAS u A n 
De fv. alte Hu) = Ni (xx = ur Zu) Il; (wy — mi + u)R. 
9 U — n+1 


p étant un nombre premier, on aura donc évidemment 


n n plan + un 
(11) 0 DE frire Fa) i (x + uy LS c u) Il: (ay — x3)? (mod. p) 
0 0 e n+1 
(vy = 0, 1,...n). 


Si l'on suppose »— o0, la preuve ne sera dans la suite qu'une simple répé- 
tition de la preuve fournie dans le numéro précédent. 
On pourra dès lors supposer que n> 1, et que tous les x,x,... x, soient dif- 


férents de zéro. 


Avant de continuer, je crois bon d'introduire les définitions et notations 
suivantes ainsi que d'établir quelques lemmes préliminaires dont je me servirai 


dans ce qui suit. 
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Désignons par 


n 
p(x) = arth + » CRE 
0 
un polynóme irréductible quelconque à coefficients entiers et dans lequel le coef- 


ficient de la plus haute puissance de x est l'unité; soit x; une racine arbitraire 


de (x) = o. 
Définitions: Si F (x) et G(x) désignent des polynómes rationnels quelconques 


à coefficients entiers, et si l'on a 


F (x) — G (a) + 9 (x)0 (x), 


() (x) désignant de méme un polynôme rationnel à coefficients entiers, nous écrirons 
F (x) —G (a) (mod. ¢). 


Comme on le sait, il existera toujours parmi les fonctions G (x) congrues 
à F(x) un seul polynôme, soit 


f(x) =F (x) (mod. q), 


dont le degré n’est pas supérieur à n. 


Posons 
a. 
TOES 
0 
où f,f,... fn seront, d’après ce qui précède, des nombres entiers ou nuls absolu- 


ment déterminés. 
La fonction f(x) sera dite le résidu de F(x) (mod. w). 
Si tous les coefficients f, sont des nombres entiers divisibles par p ou nuls, 


nous dirons que 
T'(a))——0 (mod. p, q) 


F(x.)= 0 (mod. 9) (k=0,L...n). 
Dans ce cas, on aura évidemment 


n 
Y , \ . 
de F(x;) egal à un nombre entier —o (mod. p). 


0 
Désignons de méme par g(x) le résidu de G(v) (mod. 4). 
Roit 
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Lemme I. Pour que 
FP (x)zG (x) (mod. (), 


il faut et il suffit que f(x) soit identiquement égal à g(x). 


Lemme II. Pour que 
F (x) = G(x) (mod. (p), 


il faut et il suffit, que l’on ait 
F (vj) = G (xx), 


a, désignant une racine donnée arbitraire de l'équation 


p(x) = o. 
Corollaire. Comme cas particulier de ces lemmes, je rappelle que, si l'on à 

trouvé 

n 

2 

F (ax) — Ir avr}, 

0 

(40, ... an désignant des nombres entiers ou nuls, on aura nécessairement 


n 
I) YN DU 
0 


Lemme III. On aura évidemment 
F(x) G (x) — f (v) g(x) (mod. qp). 


F(x) G(x) =o (mod. p, p), 


Donc, pour que 


il faut et il suffit que 
f(x) g(x)=o (mod. p, (p). 


Or, soient 7,7,...7n les racines de l'équation . 


g(x) = o, 
de sorte que 


et supposons que 


f(x) g(æ) — 0 (mod. p, p). 
Soit, pour fixer les idées, 


f(a) g(x) = pi (x) + p(x) O(a) 
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"n 


Ie) v, Cy oe 
a 


(x)= Dy Boe 


(«,, P, désignant des nombres entiers ou nuls). 
On aura, par suite, 


n —1 
Y : à = 
p V (yi) alg p (i) 2 Yi us (2 il, 2:00 n) 
ps 3 
Soit 
n 
ums ^ ! Ass 
D= : P(Vi)9 (yi); 
1 
et posons 
LE Vu uw (72) y^ (id 
n 
D; In 4 AE 
: NES USES QA-1 
I 127 p 14737 (2 (25) Vn EA Vii 
donc, nous aurons 
n(n—1) 


(—1) ? Dfi-—mpD; TOR) 
D et D; représentent ici des fonctions symétriques de 7,...7, et doivent 
par conséquent se réduire à des nombres rationnels, dont les dénominateurs se- 


ront certaines dignités de g;. 
On trouve done la proposition suivante: 


Lemme IV. Désignons par F(a) et G(x) deux polynómes rationnels quelcon- 


ques à coefficients entiers, el Supposons que Von ait 


F (x) G (x) =0 (mod. p, p). 
Soil 


G (x) — g(x) (mod. (p), 
où l’on aura 


0 1 


pve x ^ S. y j 1007 ^ ) . ) ) ^ , 321 2: 1209 
Soit g, une puissance de g, assez grande pour que le produit suivant, savon 


(12) D — glo 6029 62, 
1 


soit un nombre entier, 
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Si, alors, p wa pas de diviseur commun avec D et avec g,, on aura 
F(x)=o (mod. p, p). 
Corollaire I. Si l'on a 
c. E (x) —0 (mod. p, p), 
et que p n'ait pas de diviseur commun avec a,, on aura 
F(x)=o (mod. p, p). 


Corollaire II. Soit g(a) et h(x) deux polynômes rationnels quelconques à coef- 
ficients entiers, et soit G (x) le plus petit dividende commun de g(x) et de h(x). 
Supposons que, pour une valeur donnée arbitraire de v, on ait 
h (x) = DES (mod. p, q) 


et 
—= 0 (mod. p, p). 


Cela posé, si p wa pas de diviseur commun avec a,, c et b, on aura neces- 


sairement 
G(z)=0 (mod. p, p). 


En effet, on aura, par hypothèse, 


GWT Oo (mod. p, q) | 
S (T ie i 
G (x) "mre (mod. p, ui 


et, comme, à cause de l'équation (4), on aura 


, 
2 


GE co) do) eae à 
#1 " — 4) pes “he E (x “ Be 


y 





il en résulte que 





ca SGT 0 (mod. p, p), 
y—2 
d’où, d’après le corollaire I, 
: rt 
G (x) [e (mod. p, q). 


|»— 2 
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De la même manière on établira de proche en proche que tous les 


—0 (mod. p, y), pour À< v. 





Or, posons 4 — r, on aura 
G (x) ul (x) = o (mod. p, p), 
ou, en remplaçant u!(x) par 5, 


bG(x)— 0 (mod. p, p), 
d’où, par hypothèse, 
G(x)=0o (mod. p, 4). 
CAOME MD) 


Corollaire III. Cas spécial: p étant sans diviseur commun avec a,, c et b, 
et v désignant un entier positif quelconque, on ne peut avoir en même temps 
ur al 


L o et = (mod. p, q). 


Aprés cette digression, revenons sur la preuve de la proposition généralisée 
de M. Lindemann. 
Si nous introduisons les notations suivantes: 


(13) € (x) = [[| (x —2) 
n-4-1 
(14) f À (x) v = , et 
(141) Ui. (X) = ll: Li)" (k= 0, I n; i#k), 
d’où 
(14!) f». (2) Ze Wr, (x) = n) 
nous obtiendrons - 
u^ (xx) Ve u^ Ur, (vx) | 

(15) fr.» (ar + u) = (v + ny Wr a (tr) + Ve. (X) + a; Ta, 

a IR l ko | 
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où l’on aura évidemment 
(16) Yr.a (x4) = p'(xr). 
Or, d’après (11), on aura 
n 
yee (ax)? fy, (a + u)=0 (mod. p), 
0 


ou, en d'autres termes, 


0 2° O(a)? t + u)” i p (ek) + a VU. à (tx) + " (mod. p). 


Soient maintenant 4— r et A deux entiers consécutifs dans l'intervalle (4), 

et supposons qu'on ait tous les 
uiti : . 
mes (mod. p, p), POUR 7, 2, 3100 adıınız 


On aura des lors 


n ! A 
0 IC (ay)? op! (x)? (x + u)" h (mod. p), 
0 E 
d’où 
o— Nx Cla)? Un) at" a (mod. 7), 
0 - 


ou, en d’autres termes, 


£ À u? (zy) 
(17) Ir C (xx)? q! (xx) Ly ; : p Ay, 
0 l 
pour »—0;,I1,...*^, 
A, A,... A, étant des entiers. 


Mettons, pour abréger, 
D Ilo (6o et 
(18) 
0 LL: c2. 
) 


on aura 
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(19) peg EO) — 1, (0 EO a? g (ei) 
Ma 0 


en désignant par 4; (x;) les déterminants 


m A 
an, gn 


Le coefficient de p dans le membre droit de l'équation (19) sera évidem- 
ment une fonction entière rationnelle à coefficients entiers de x, z,... x., symé- 
trique par rapport à x, 2... xj 1 X441... v,: On pourra done l'exprimer par une 
fonction entière rationnelle de x»; à coefficients entiers. 

D et ® se réduiront à des entiers = o. 

Done, si l'on prend le nombre premier p plus grand que les valeurs numé- 


riques de D et de ®, on aura 
og (mod. p) 
et, par suite, 


(20) EE 0 (mod. p, 4). 


De la méme maniére on établira encore que 


u^— (x) 


n p 050 (mod. p, 7). 





Si, d'autre part, on choisit le nombre premier p plus grand que la valeur 
numérique de a), de c et de b, ces deux relations simultanées (20) et (21) com- 
porteront d’après le corollaire 3 (p. 261) une impossibilité. 

Or, en effet, p— 2 et p — 1 sont deux entiers consécutifs dans l'intervalle 


(2), et l'on aura tous les 


uP—1+i 


"ES 0 (mod. p, q), pourrir, 2,...adiint. 
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Nous avons done établi l'impossibilite d'une relation 


W =o. 
CQ SES 


$4. Je tâcherai maintenant, à l’aide des fonctions u et des constantes h 
introduites dans ce qui précède, d'étudier de plus près les relations linéaires à 
coefficients rationnels qui peuvent exister entre des fonctions V différentes pour 
des arguments rationnels. 

Soit 

V(x|c,b) une fonction V donnée arbitraire, 
et soit 
V,(v|ce, 5) sa dérivée witme, 
On trouve (voir p. 19) 
(x) V(xlc,b+uc)—=k}V,(x] c, b). 


Nous introduisons la notation 


hr (c, b) = kj Wr (e, b + wc), 


dot 
hr (e, b) 
u ? ae) Pa t 
(2) b Par kj Kose ca hy te ? 
et nous mettons encore 
( wu" (x|c, 5) —w'(x|c,b + uc). 
3 iM D 


On aura 


hr (c, b + uc) V (x|e, 6 - wc) — [m + u(xlce, 5 + ne) + La U, (|o) 
d'oü 


hr (c, b) V. (x | e, 5) — [v + uu (x | e; b) 4-4, 2" U, (|o p). 
ou, plus briévement, 
(4) M Vu = (x + Un)" + Aa Un (||). 


Soit m un entier quelconque positif, et désignons par 


r vy 


(5) eme 


m 


une fonction rationnelle entière quelconque. 
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Onraura, pour u 0) 1862,22 19, 


y—u 
d’où, d’après l'égalité (2), ; 
(6) fe IN van ln): 


Or, l'on aura 


f (R) V —f (x + w)-4q(x) U ([x]) 


ainsi que 


(7) f (h) Vu = fi" (hu) V, >= f" (@ + Un) + Pu (x) U, (qo p. 


pour 4 —0, I, 2, ... m. 
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Je me servirai des équations (7) pour étudier de plus prés les relations 


linéaires qui pourront exister d'abord entre trois fonctions consécutives, V„. 


Varı et Vrs, ou, en faisant un simple échange des paramètres, entre une fonc- 


tion V quelconque et ses deux premières dérivées, V, et V,. 


Eneftfet, soient d'abord 2; 2... .. tng Co Garis ln C0, Ch On Ce Cano 


des nombres rationnels donnés arbitraires. 


Posons, pour abréger, 
Wi (x) = CV (x) + € V, (x) + €; V, (x), 


et supposons qu'il existe une relation de la forme 


(8) We == NEW, (ain heat 


On pourra, comme nous l'avons déjà plusieurs fois remarqué, supposer que 


tous les x et C soient des entiers et tous les a distinets. 


Considérons d'abord le eas oü 


on aura 


W = C, V (o) + €', Y' (o) + C2 V" (o) = C, + =" 4 


et la condition nécessaire et suffisante pour que 


Wann 
deviendra, dans ce cas spécial, que 
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Dans tous les autres cas nous pourrons supposer comme auparavant que 


les 2; soient ordonnés de sorte que 


On aura 


(GONE RE b) 


Posons done, pour abréger, 


(9) 
et, pour l'indice v > 3, 
v (x) u” (a RER we (3 
i — C} ( Ir n 1 ), CE ( je 
y | / IA 2 gne 
nous aurons, pour lindice » > 3, 
p ae = yl Q3 
: Ik 
(10) k = (6+ 7—1¢)— en 
I pi * 
En désignant par 
2 
QU z 
JA) EN 


une fonction entière rationnelle donnée arbitraire, on obtiendra 


(ar!) Fo — DW bx [Cx f (xx + wu) + Cha f! (xg + u,) + Cz D" (vx tm) + x. 


Or, étant 


ón aura 


C; f (x + u) + C f! (e + wu) + C, f" (x + wu) = f(x + vx) 


et, par suite, d'après l'équation (11°), 
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(1r) o— Wf [xy + v(m) + 3 — À + 7. 
0 


Soient maintenant 2 et p deux entiers positifs quelconques choisis de la 
méme maniére que p. 249. 
Posons 


A représentera un nombre entier, tandis que l'on aura, pour p assez grand 


— quelle que soit la valeur de À prise dans l'intervalle (7) — 


: . Ios 
ce qui entraine 
Ar: 


Or, l’on aura 


A =, [2s zi: Vo (CAE E in ll: [es Mi i Vo (xy) ]? d: 


— 1 


Y » [Xx — % + vx (xi) m + 
Ed i [xg + vi le l vh (xx) 1 [rg — a + UE (xx)]?. 
: 1 


1 


Si done p est un nombre premier assez grand, on aura 


A — [9 + % (x)? — S Il (xy — xi)P (mod. 9). 


on aura 


(12) [ty + % (x)? Yo TN 


0 (mod. p). 


Si l'on remplace d'abord À par p — r, on obtiendra 


, VE (a) 


Ge Ip : O (mod. p) 





ou, sl l'onva pris p » [2$]; 
, 1 


0 (mod. p). 


268 E. Stridsberg. 
Posons, en second lieu, À = p —2; on aura pour la méme raison 


Dno (x) 


Ip—a -0 (mod. p). 





D'après l'égalité (ro) on aura dés lors, si l'on a pris 
p> [c5]; 
your tous les » < p — r (sauf éventuellement la valeur » — o 
> 


vy (2) 


l Oo (mod. p). 


On aura done 
vi (x) =0, c’est-à-dire bC, + C',—0 


v! (x,) = 0, et, par conséquent, cz, C, + C, =o. 


On pourra aisément vérifier que les derniéres égalités représentent la con- 
dition non seulement nécessaire mais encore suffisante, pour que l'on ait 


Var os 
En effet, si l'on admet 


C,=—bC, et C;—-—com,C, 
on aura 


W, (to) = €, V (24) -+ €, V, (&) + €, V4 (x9) = CV (&) — b V, (25) — ca, V5 (25); 


m 


et W,(x,) sévanouira done à cause de l'équation (x) p. 240. 


Nous pouvons done établir la proposition suivante: 


Théorème. ux,o,... x, désignant (n +1) nombres rationnels inegaux, et 
CC... On, Co... On, C5... C, étant des nombres rationnels quelconques, si Von 
pose, pour abréger, 


Wi (2) = GV) Cx Vale) ECM) 
il ne peut exister une relation de la forme 


(8) 


n 

x Y - 

W = WW; (xx) — o, 
0 

sans que chacun des termes 


W; (ax) = 0, 
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et, pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que, xx étant z o, Wi (ax) se réduise 
à l'expression 


(13) C& LV (ax) — b V, (xx) — cxx V; (vx)]; 


qui est nulle par définition de la fonction V, ou que, xx étant — o, on ait 


J'observe que, b et c étant <o, et V (x), V, (x), V; (x) ne pouvant prendre 
aucune valeur rationnelle ou nulle pour des valeurs rationnelles quelconques de 
x différentes de zéro, aucun des termes de l'expression (13) ne peut s'évanouir 
ou prendre une valeur rationnelle. 

Nous retrouvons done sous une forme généralisée le théorème précité de M. 
- Hurwilz,! à savoir 

«Pour des valeurs rationnelles données de l'argument différentes de zéro, d'ail- 
leurs arbitraires, il ne peut jamais se faire que 

7l II 
VOCE p : ou * 
soit égal à zéro ou ait une valeur rationnelle; et, d'une facon générale, il ne peut 
exister aucune relation de la forme 
pV/+qV'=r, ou 


1 7 


pV+qV'=?7, 
p, q, r désignant des nombres rationnels, qui ne sont pas tous égaux à zéro.» 


Des recherches de M. Hurwitz résulte, comme nous l'avons mentionné dans 
le $ respectif, que, si la dérivée logarithmique de V a été développée en frac- 


tion continue, soit 


Tp | cx | 
(4) TTA kc + bl’ 


et si l’on désigne par 

Pr 
la réduite ume de cette fraction continue, on aura 
(15) (ren Vy = Yu V — quon Vi, 


où w, et «q, doivent être des polynómes rationnels de x, b et c à coefficients 


entiers, 


! Hurwinz, loe. cit. 
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Soient maintenant x, z,... c, (m+ 1) nombres rationnels inégaux; désignons 


par m un entier positif queleonque, et soient 


= it 56 oD 


des nombres rationnels quelconques. 
Posons, en outre, 


Wi = Du Ct V (vx) 


0 
et 
n 
W = WW, 
. 0 
Nous aurons évidemment 
W \ Cu Wr (xx) = x Cu Pu (xx) y 
OS a eg VO Rr ggg C Vana 


0 0 
Posons, pour abréger, 
Wi = Pi (ax) V (vy) — Dy (xx) V, (ar). 


On aura done la proposition générale suivante: 


Théorème. Sz nous supposons tous les xy x,...x, différents de zéro, W ne 
peut prendre aucune valeur rationnelle différente de zéro. Pour que 


W =o, 
il faut que chacun des termes 
Mao: 


et, pour que cela ait lieu, on doit avoir 


Pr(æx) —o et Dy (xx) = o. 





La condition nécessaire et suffisante pour que 
Wi; 
doit done être exprimée par un systeme de critériums algébro-arithmétiques. 


J'observerai enfin qu'aussi le théorème de LINDEMANN peut sans grande 


difficulté être généralisé d'une facon analogue. 
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CHAPITRE III. 
Sur quelques cas de séries hypergéométriques généralisées. 


$ 1. La méthode employée dans le chapitre précédent peut être utilisée 
dans une certaine mésure pour une étude arithmétique aussi des intégrales de 
certaines équations différentielles d'un type plus général que celles que nous 
avons étudiées jusqu'ici. 

Examinons par exemple d'un peu plus prés les intégrales de l'équation 
différentielle suivante: 


m 


"AJ r 
(1) > by xt! l Qul — US V, 


0 
équation dont celle qui a fait l'objet des recherches de M. Hunwrrz est un cas 
spécial correspondant à m — 2. 
Cette équation (1') est à son tour un cas spécial de l'équation différentielle 
plus générale des séries hypergéométriques généralisées. 
Appliquons les notations introduites dans ce qui précède. Soit A7(—r) ou 


plus simplement 


‚pour 7 «4A 
— 


| 
(2) | 
| et = 0, pour 7 A. 
Gy, Ay... Am, 060, -.. dm désignant des nombres rationnels donnés arbitraires, 

soient de plus 

am m 

wl | Y í 

tae > a,b) et ga= > bk 
0 0 
A0 12, 2» madii mb) 


f; et g; pourront s'écrire sous la forme 


h-—][(k)etg,;-—g(k;) où 


f (x) >» ax" et g(x) DER 


0 0 


{ 
\ 
} 


Soit, en outre, 
HO SEL, 
et, pour 4? r, 
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i-1 
| F(A) — Il fi 
0 
(4) | 
A 


GG) = ln vi 


G (2) 
P i 
(5) 2 F (à) 
Nous aurons done 
(6) DATES gilt. 
Ceci posé, considérons la fonction 
V 1 x? 
(7) TET ; 


ü 


Cette fonction, qui est le type des séries hypergéométriques généralisées, 
satisfait évidemment à l'équation différentielle 


m 

r Y T 7 

(x) Om gm I m+1 — DT (Q2 — bat J u ae ay y . 
1 


Si am #0, mais b, — 0 — b,,.,, la série (7) est, comme on le voit, toujours 


divergente et n'aura par conséquent pas de sens déterminé. 





Si Am <0 et b, — o, mais b»_1 o, la fonction V(x) aura en dehors de x — cc 
encore un point singulier essentiel situé à une distance finie de l'origine. 

Si, finalement, 5, = o, il est évident que la série (7) convergera dans tout 
le plan. 

Nous bornerons — du moins pour le présent — nos recherches à ce der- 
nier cas. 

Dans le mémoire précité de M. Hurwırz, publié dans le tome 32 des Math. 
Annalen, l'auteur traite aussi les séries hypergéométriques généralisées. 

M. HunwrrZ part, en étudiant l'équation (1), de l'hypothése essentielle que 
bm 40 et que a,—o. La série (7) sera alors non seulement convergente dans 
tout le plan, mais elle convergera si fortement, que 6" a"" V, diminueront con- 
stamment et indéfiniment, lorsque l'indice u va en croissant. 

On peut par conséquent reprendre le raisonnement de la p. 239 et montrer 


que, dans les circonstances indiquées, il est impossible que toutes les relations 


Un 
= 
5 
— 
= 
D, 
= 
= 
o 
un 
-— 
> 
Li 
o 
Le] 
e. 
HUS 
e 
Uu 
e 
= 
Ei. 
ect 
©: 
+ 
g- 
2 
= 
[7] 
n 
Qa 
e 
e 
oO 
bar! 
E 
E. 
[=] 
[7] 
in 
+ 
© 
i= 
© 
rt 
E. 
o 
= 
177] 
+ 
£5 
= 
n 
eS 
© 
[=] 
en 
> 
Er 
© 
a 
bo 
-l 
w 


soient rationnelles pour des valeurs rationnelles de l'argument.! 

Dans ees recherches, nous pourrons cependant laisser de cóté la restriction 
Am — 0, qui est pour nous sans importance. 

Désignons done par a, le nombre a, de l'indice le plus haut, qui est = o. 
Supposons b, #0 et m'<m, de sorte que f; soit au plus du méme degré dans 
À que g;. 


En désignant par r et s des constantes données arbitraires, nous aurons 
Mira i809 25a, 73b,. 2.1307.) eA eo RS nO 
ce que nous abrégeons de la maniére suivante: 
V (rz | sa, rsb) = V (x |a, 5). 


Done, il suffit encore pour ces fonctions plus générales de supposer, comme 
nous l'avons fait dans les cas précédents, que les paramètres a,a, . . Am, Bub)... b 


m 


solent des nombres entiers, avec b,, > 0 et Am > 0, et que l’argument x ne prenne 





pas d'autres valeurs algébriques que des valeurs algébriques entières. 





! Hurwirz: loc. cit. 

En corrigeant les épreuves de cette étude, mon attention a été attirée par un article 
publié ces joursci par M. O. Perrox: Ueber lineare Differenzen- und Differentialzleichungen 
(Math. Annalen, Band 66, Heft. 4, 1909), où l'auteur consacre un chapitre aux recherches préci- 
tées de M. Hunwrrz. 

M. Perrox, qui a développé l'algorithme bien connu, introduit dans un mémoire posthume 
de Jacobi et généralisant les fractions continues, a eu l'idée trés naturelle de se servir de ces 
algorithmes afin de trouver, pour certaines fonctions générales, la correspondance exacte de la 
propriété que Lecexore et Hurwirz ont prouvée pour les fonctions de Bessel à l'aide de laleo- 
rithme ordinaire des fractions continues. 

La proposition de M. Perron est énoncée de la manière suivante: 

»Désignons par Qo Qi... Qn. une suite de polynômes rationnels, soit 

i 
ar = 
Qi) = jT, VOTEN). 
0 
OÙ nous supposons d, y 7 O- 
Il existera toujours une fonction entière transcendante, soit 
y = Va), 
déterminée a un facteur constant près, qui satisfait à l'équation différentielle 
Qn(x)yU-- +... + Oy" + Q@y'—y — o. 

Or, soient tous les a; ; des nombres valionnels et x, un nombre rationnel quelconque, qui n'a 
nule pas le coefficient (nr), et désignons par C, C... Cy des nombres rationnels quelconques, qui 
ne soient pas tous égaux a zéro. 

Il ne peut jamais exister ane relation de la forme 


' 
>: Ck Vie (a) =. 0. 


u 
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Nous avons trouvé (lemme 2, p. 242), pour des valeurs quelconques de r et 


de 4 € r, les relations suivantes: 








(8) | | 
TED EN EN 
gr - kr, L g; - rar? (k;) 


Introduisons maintenant une suite de fonctions w^(x) par les formules récur- 


rentes suivantes. 


Soit 4" — r, et soit, pour A> r1, 








u^ tl 21 N ur m : Te 
QE N ee 
À +7 5 A—y ; A+ı=» 
{ _—$—$—$—— BRA —À— 
m u^ 


' A 4 j 
= > 4 (ty (2) — By 41(A) } x | u 
0 = 





où Pm+1 210; 
et où lon aura encore 
&,(A) = o et P,(4) = o pour A « v. 
Nous aurons done, en nous servant de notations symboliques analogues 


eo 


celles introduites dans le chapitre précédent, 


(x + u)r+1 art Y qu^ ar a 
hy hope Sen 




















|? +1 " 
r NN «pre m TV ft) 9 DI en 
] a ase or Y 2D y! (kj) u a 

= l^ ne reus À |" |^ 4e iere 
0 1 0 ist 

m T 7) 1 4 m 72 2 . 4 

3 y, yA yr 1 , u^ tv ar 
à NV x" W os (A) = 5 = — Ÿ, qu Ba (A) T. - + 
zn = l^ y |r—A lA a I—y|r-—A 





m B npa 2+1—v 1—À 
N, x’ y, f' (ki) u ee 


; c A |" À + 5 ecu 


Je pose 
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et je trouve 








(x EE u)rt arti E N A \. g? (ki—v) Av gr e 
fi rot [iem on ere de e EN 
ZW Seis 





D 


m r—w TS 2 TA 
LS reae et 
= |v [4 |r—4—v 


0 0 





MU LE v(k; À yr 
ee 


0 0 





ou 
(x + ur gl (x + u)" 
E exin OC 


On a donc 
rl 


(9) (ERO VR RTE 
À Hafr+i gn 


Les fonctions w(x) doivent ici être détinies par les formules de récurrence 


suivantes : 
uw désignera toujours le nombre un, et, pour 4 7 o, on aura 


m à f" (k; 5) x u^ti-v " N, g"(k;-») » ur = 
e ws o REC NET Er Rd» 
IO 
441 m v (Je v+1 (T. i iy 
uw NDS g (kj) — zi (kr) pv u^ 
“lA+1 ps |" i |v FI ; |4—» 





Si nous introduisons ensuite la notation 


nous aurons 
(11!) 


ou 
x: ar fr 


Or, nous avons supposé 
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A partir d'une certaine valeur 4, de 2, on aura par suite 


19 al Gu S . Pins ae 5 5 
m supérieur à r, et constamment et indéfiniment croissant avec 4, 
21 


et il en sera de même pour 
| 4|. 


Or, soit M la plus grande et m la plus petite des valeurs que prend 


493-3 


fia 


pour 4 < A. 


On peut toujours trouver un nombre z > 4,, assez grand pour que 





= 


Soit maintenant, en premier lieu, r>z, on aura évidemment 





did 


tray |? Lor xy [A + y ayy 





En second lieu, si r<z et » >4,, on aura 


|r|r | € 2] 


et 
I P 
€ 
ity? + (yr 
Soit enfin » <,, on aura 
(yr I 
PE LR +9 m" 
et 
| >|]: M^ 
d'où 
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Par conséquent, on aura dans tous les cas 
| ar TT, 
| rer ctor or 
Soit des lors 
O(a) == ve2|% PLA 
U (x) | [2] 2 [x [>] 
0 — 
on aura toujours 
| z-(x) |< Ullel) 
L'équation (11') pourra done être écrite sous la forme suivante 
(11) WV = (x + u)ÿ + La U(Ix|l), où [4 (x)| € x. 
Soit, comme auparavant, 
n 
na 
f(x) = Dra, 
j 
qe qu 
une fonction rationnelle entiére quelconque, et posons 
N a" 
P(e) = N Ir a, Je 
egeat 
nous aurons 
(12) f(A) V (x) = f(x + wu) + p(a) U(|«|), 
où l'on aura 
Hn , 
Y x 
0 [et 
Soient æ,4,...2, (n -+ 1) nombres donnés rationnels inégaux il suffit de 
les supposer tous entiers et soient C,C,...C, des entiers quelconques = o. 


Posons, pour abréger, 
W > !k V (ax), 


et supposons qu'on ait 


(13) W =o. 


Soient 4 et p deux entiers positifs, dont p> 2. 
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Nous supposons, comme dans le chapitre précédent, que p soit un nombre 
impair et que 4 doive être choisi dans l'intervalle 


(2) JETTA 


Soit, de plus, 


(x — ay)" yy. 
(ane Be ET, : 
f(x) [2 Il (a vi)? , 
on aura 
(14) MGM) At Bac 


0 


où l’on a posé, pour abréger, 


Zim m Il (xy — xi + u(x,))? 
— 1 


Be » Cx [ax — Lo a u (xx) ur (a) ll (ay, —a+u (xx))? 
1 1 


|A 


€ — Skip) U (ll). 


0 
p peut étre pris assez grand, pour que 
IC SOL ETS 


quelle que soit la valeur donnée de 2, prise dans l'intervalle (7). 


Des relations analogues peuvent facilement étre démontrées aussi pour des 
combinaisons linéaires arbitraires entre V et ses dérivées. 


En effet, on aura, V, désignant toujours la derivée aime de V, 


1 nh. a co a 
Paz S US 


TV |n zs uic |n (x + Uy)’ + R, 


où j'ai désigné, pour abréger, par À le restant des termes. 
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Done 
f (h) V, = f'(x + wu) +R. 
Soit 
Lu = >: (Op V u(x), 


il en résulte que 


f(h) W = SuCifu(x + uy) + R. 
0 


Dès lors, si l'on pose 





acer: 
on aura 

flo) = Sp Caf (au) 
d’où x 
(15) [(h)W — f(x --v)-- R 


Or, mettons 
fra AR) et Gran — (13), 


d’où, d’après le lemme 2, p. 242, on aura 
hy (ki) — f' (Eia) et à" (ka) = g(Kitu), 


ce qui nous donne 


j uS ew. EE) a 
NUR ABC |" ; |" DIN = v 








= N, Ja" (iu) T 1% ! 1(Ki—v—14-)| p" uL 


" y d i fis Bee y 








Donc 
ae ur, TE v. (gel) „er (ka Si J| er (al 
Mur cw p |t: [vu 





et il en résulte que 


DEN » [jr (ki) „Pr " 1)| RU 


(16) hg HT 


| - 
H 
M 








280 E. Stridsberg. 


A l'aide de ces équations (15) et (16), on pourra toujours rendre l'étude de 
combinaisons linéaires quelconques de V et de toutes ses derivées analogue à 
Pétude de la seule fonction V, et, par suite, nous pourrons nous borner, dans ce 
qui suit, à cette dernière étude. 

En effet, le raisonnement suivant ne rencontre pas de difficultés. 


Désignons par 


m, 
Wi. = N yt V (x) 
1 ! 


une combinaison linéaire quelconque des V, V,...Vm,, dont les coefficients 7^ 
soient des nombres rationnels ou des fonctions rationnelles de x à coefficients 
rationnels. 

W; se réduira toujours, à l’aide de l'équation (1) et des équations qui en 
auront été obtenues par des différentiations successives, à une combinaison de 


la forme 


m. 


Wa = Yu C* V, (x), 


0 


dont les coefficients C^ seront de la méme nature que ;^. 
Soient xj2,...X5 (n +1) valeurs rationnelles de l'argument, toutes distinctes, 


d'ailleurs arbitraires, et posons 


W = yx Wi. (xx). 


0 


Si l'on a montré, par les méthodes ici appliquées, l'impossibilité de toute 
relation de la forme 
a (m — 
Y €x V (ax) = 0, 
(C, et xx étant tous des nombres rationnels), sauf le cas où tous les C; s'éva- 
. . , i ' { ON * \ JN 
nouissent, on pourra toujours démontrer, d'une maniére tout à fait analogue, 
la proposition suivante: 
La condition nécessaire et suffisante, pour que 


W — o, 
est qu'on ait chacun des termes 


W; (tx) — O, 


et cela ne peut avoir lieu, sans que tous les C^ s'annulent (sauf le cas, bien en- 


Mt 


tendu, où l'on a x; —o, ce qui entraîne, en effet, une solution spéciale évidente). 
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$ 2. Nous nous bornons dans ce $ au cas spécial de l'équation (1’). 
On doit substituer dans Péquation (1) 


Gn 0 = Ot opo etri 
Comme 
Vics lage) — aaa |o); 


on peut toujours supposer a, — I. 


On voit alors, à l'aide des équations (10), que tous les sont des entiers. 


u 
le 

I] en sera de méme pour A et B, et l'on établira comme dans le chapitre 
II $ 2 que 


A + B — o, 
B=o (mod. p), 
d’où encore 
A=o (mod. p), 


EE Hen) Il: (2, —%)2 (mod. p), 


(17) Oo (mod. p) 


Supposons, d’après le raisonnement repété plusieurs fois dans ce qui pré- 
cède, que 
et choisissons d'abord le nombre premier 


Po | bit | . 
Soit encore 


) Jar: 
1 - m, 
et soient v, r— 1,... vr — (m + 1) nombres consécutifs dans l'intervalle (7), on 
aura, d’après l'équation (17), 
zellen) 
2 o (mod. p) (ors I. os M): 
|" 4 
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=10 (mod. p), 


d’où 


— (mod. p) etc. 


Finalement, on aura donc 


0 


wo (mod. p), 


ce qui est impossible. 


Nous aurons done le théorème enoncé: 


Théorème. Z’equation 
W —o 


comporte dans tous les cas une impossibilité. 


Corollaire. Möme une relation linéaire à coefficients rationnels entre la fonc- 
tion V et ses dérivées est donc, d’après ce que nous avons dit dans le $ précédent, 
impossible pour des arguments rationnels, sauf les relations, qui sont identiquement 
réductibles à l'équation différentielle (1'), et sauf la relation évidente qui existe entre 
des fonctions V arbitraires pour «=o. 

Remarquons enfin que méme le théorème de LINDEMANN se déduit ici sans 
difficulté. 


$ 3. Mon intention a été de poursuivre ces études jusqu'à considérer cer- 
tains types généraux des séries hypergéométriques généralisées. Si cela réussis- 
sait, on obtiendrait, comme on peut facilement le montrer, un point de départ 
important, qui permettrait d'approfondir considérablement l'étude de notre pro- 
blème et notamment de l'étendre des relations linéaires entre des fonctions V 
données à des relations de degré supérieur. 

Je me permettrai de rendre compte ici de quelques-unes de mes recherches 
préliminaires sur certains types plus généraux que ceux qui ont été étudiés dans 
le $ précédent. Elles donnent une idée des difficultés que l'on rencontre, lors- 
qu'il s'agit de s'attaquer au probléme général. 


Considérons d'abord la fonetion suivante d'un type plus général 


(18*) V Ww. ar 
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où l'on a mis 


ln ll enter 


(18 h) h(x) = Wr ba". 


Pour plus de précision, nous supposons toujours qu'on ait obtenu, par un 
échange convenable des paramètres, tous les 6, entiers. 

Si Ah, possède un facteur de la forme 4 — z, z désignant un nombre entier 
quelconque positif, négatif ou nul, V doit être ramené aux fonctions déjà étu- 
diées dans le numéro précédent. 

Je suppose done que h, n'ait pas de facteur pareil. 

Nous aurons done tous les h; 0, et, par suite, la fonction V définie par 
l'égalité (18*) aura toujours un sens déterminé. 

J'ajouterai l'observation suivante dont je ferai usage plus loin: 


On aura, ce qui est facile à vérifier, pour des valeurs queleonques de 7 et de v, 


pute (TUR (moder 2) (AO Tepes Score) 
Par suite, si l’on met 
m 
(18«) (i, > (— 1» 5, kv Le 
0 
on aura toujours 
he =. (mod. A) (CH= epo ao alk 


Ceci posé, supposons qu'on ait pour une valeur donnée de z, soit pour 


“= Lo 


on aura évidemment tous les Ah; divisibles par (A + 4, + 1). ce qui est contraire 
aux hypothèses. 


Par conséquent, on aura tous les 
ay,  O. 
Supposons maintenant que Ah, contienne un facteur linéaire de 4, soit 


ha =(6 + cA) gy. 
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Par hypothèse, on devra avoir évidemment b = o, et, d'une facon générale, 
|b] ne doit pas être divisible par |« |. 
Posons, d’après les notations introduites plus haut, 
kt —6(b + e)...(b+.cv — 1), 


l'égalité (18*) se transformera dans 


oo p" 
(18) y= pa a 
( 2x 


C'est-là la fonction que je veux étudier. 


Considérons d'abord la fonction plus simple 


(18) [Geo Ne 


Cette fonction est une généralisation trés simple de la fonction exponen- 


tielle, et, pour le cas que nous avons excepté, 
b=o (mod. c), 


elle se transformera dans ladite fonction. 

Je rappelle en passant que M. RATNER a montré, Math. Annalen tome 32, 
l'impossibilité de généraliser jusqu'à ce type de fonction les lemmes auxiliaires 
sur lesquels M. Hunwrrz basait dans ses recherches antérieures sa démonstration. 

Cependant le raisonnement de M. RarxER montre seulement que les métho- 
des employées par M. Hurwitz ne se laissent pas généraliser au delà de certains 
tvpes de fonctions déterminés, mais ne prouve rien contre la possibilitó d'une 
extension pareille des résultats auxquels M. Hurwirz a voulu arriver. 

La fonction V, définie par l'équation (18'), est évidemment une intégrale 


particulière de l'équation différentielle linéaire non homogène 
(19!) cæV,+(b—c—x) V =b—c 

ou de l'équation différentielle linéaire homogène 

(19) cx V, +(b— x) V, — V O. 


L'intégrale générale de ces équations doit être représentée, comme on le 
voit, par une combinaison linéaire de l'intégrale particulière donnée par l'équa- 
tion (18') et d'une fonction exponentielle. ! 


1 Je me sers ici et ailleurs de ce terme dans le sens étendu d'une combinaison de fone 


tions algébriques et de séries exponenticlles de fonctions algebriques, 
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L'équation (19) est, comme on le voit, un cas particulier de l'équation (1), 


pour 
mn, Cr mb ER 





Les formules récurrentes de (ro) se transforment dans 


UN = 


Zu = in. in james Rat 
wet=— (D + cv—2z) uw + ecvaew, 
| ou encore 
w(x + u)=—crvw— (a + u) + bu. 


Tous les 4" sont donc des nombres entiers. 


J'aurai à substituer dans les équations (11) et (12) 


h — Xp, 
et j'obtiens, d’après cette dernière, 
(22) f (ke) V = f(x + u) + p(x) U ([xl). 
Soient maintenant s et r des entiers positifs quelconques, 


5 . r—1 rs 1 
(GEE IDE EAU SUR AT re 

( Jeti v, 
|s fr —I | ei |" |r Sef 
I— —. 0 — ——— 


ur *s-l qzr—i—v 


= — Si(yv ts 
Is ls) | rx 
Ss 0 — _ 
c (x + wu) (i uir) pl (RO oe (TEEN) us Cac + u) 


LT 


| = [y—: ER à SU RESET Inu 


cus(x-wy- cus (a + u) 
Is Ire |s— I |r —T 

















b+cr , 

CCE ur fr I |^ I |) — ] 
d’où 
(22) us(x + uy us(a + u) " wu3—1 (x + u) 
S Co arr 


Soit q le plus petit des nombres r et s. 


on aura 


+ d = GET 
a us (x + u) 
T 
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Par Vapplication itérée de la formule (23), on trouvera évidemment pour 
chaque nombre entier 
u < q: 


us (x + u)" le (" + si um + 2 
ks ky u ke ky Ute ky : 


b 
d'ou l'on tire, d’après le lemme 4, p. 12, 


c^ - E 
| us (x + wy = nombre entier. 
ui 

Or, cette proposition pourra s'étendre encore à la fonction (18) de type 
plus général. 


En effet, d’après les équations (11) et (12) on aura, en mettant 


I = Hp, 
(24) f (h) V (x) = f (x + wu) + p(x) U (|x p, 
où les w" (voir l'équation (10)) seront introduits par les formules récurrentes 
suivantes 
| UT et NT OU REPRE: 
(25) QT N, DE az: 


Tous les uw, se réduiront à des nombres entiers, et, par suite, tous les 


(CU) 
seront de méme des entiers. 


De plus, on aura 
p — ar + hp vt, 


Done, nous aurons, en désignant par r et s des entiers positifs queleonques, 


rt zi - 2:)5—^ 


Eo p 


Ss 0 N 
: us Y pr^ ( D) mc YS 
v' | N; . Dana 
0 


s am | VA | S Á 








v \. ATEN ae tpm 
Zi |» hv |s—4 











d’où 

8 m 7 " s 
(26) Vv ed — > h (5,1) r+v—1 H — 

5 = | y S— y 
ou, si l'on veut, 

us —— u we WY (Er) usc" 

26! D (DE Cr — T1) gr 0 — E Nee tr 
( ) Is ( ) gr 1 ls = | y S— 7 


Lemme. Désignons par s un indice quelconque. 


Pour toute valeur de r qui m'est pas supérieure à s, soit pour 


yg WU (u OT: 615) 
on aura 
3 cu) z 
E, o vt-h Cup nombre entier, 
b+cs—nu Is 


et pour toute valeur de r qui n'est pas inférieure à s, soit pour 


n—s tu, (W=0,1%.,2.. ad inf.); 
on aura 


(cu) 


oStu 
| 


— nombre entier. 


Pour s=o et pour s — 1 le lemme est évident, et pour s > 2 il peut s'éta- 


blir aisément par déduction de s — r à s. 
En effet, supposons le lemme vrai pour l'indice < s — r. 


D'après (26 nous aurons 


„u (Cu) ur lan: © 
Ub4-e s—H Un |s b+es—n—l gs—u—1 Is 
m 5 340 88 
N hi (ks uL) m S TAS] CM SE fe 
a : Oasen UR — nombre entier. 
om | V IAC SI |s —» 
1 ee 


Par l'application itérée de cette formule, nous aurons done 


(cu) ky 


"b 
S 


nombre entier, pour u — 0,1 


En particulier, nous aurons, pour u — 0, 


x (cu) 


vi | nombre entier. 
nj 


rer VIE) l = (fs—u—1 s—nu—2 « + - Yo | (eu) + nombre entier 
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De plus, on aura d’après l'équation (26) 


m e ep 
ystu (cw) _ A Wr bsec) Ay cus 
be Is 





(e u)‘ 


tonne t ^ l 4 nombre entier 


— nombre entier. 


Supposons maintenant qu'il existe une relation de la forme 


On peut toujours supposer 


“ ^0 7 
Soit 





ROSE DI 


avec les mêmes hypothèses qu'auparavant concernant les nombres p et 4 (voir 


par exemple p. 278). 
On trouve, comme auparavant, 
n 


o— f(h) Dr C V (xx) = A (x) + B+ C, 


où l’on aura posé, pour abréger, 


AND) =? qe Tow)? Il (a — a; + u)? 
= 1 


Al) et B se réduiront à des nombres entiers, 
ment la conséquence que C sera de méme entier. 


Or, prenons p assez grand pour que 


|] SOIT AT 


ce qui entraîne effective- 
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donc il faut que 
C=, 


et, par suite, nous aurons encore 


A (x,) + B — o. 
Or, comme 
Bo (mod. p) 
il faudra enfin que 
A (x,)=0 (mod. p). 


Si l'on prend pour p un nombre premier, on doit avoir, pour «= 2%, 


= cP u^ 
A (x) =C, - Í 





(x + u)P Il: (2 — x)? (mod. p). 
1 


Soit p un nombre premier assez grand et supérieur à la valeur numé- 


rique de 
n 
(Obr Il; (ao ti): 
1 
On trouve alors, pour æ— v, 


(cu). 


: i (x + u)P=o (mod. p). 


Supposons de plus que 





DT 
: = M; 
et soient p—1, p—2,...p—1--m (m+ 1) nombres consécutifs dans linter- 
valle de À, on aura 
(Cu) 
(e+ u)P=o (mod. p) (x =I, 2,...m 4 1). 
Ip — 4 
On trouvera, plus généralement, pour — * <u <m et 1 5» — p, 
1 (Gap P" 
(27) | (x +u)Pr=o (mod. p). 
p— 





En effet, supposons d'abord que la formule (27) soit vraie pour une valeur 
certaine de x et pour toutes les valeurs entières positives inférieures à celle-là, 
u étant égal à zéro. Sa vérité pour — o € 4 S — I sera alors facilement prouvée 
par déduction de u à wu +7. 

En effet, on aura 

(cu)? (ca) P—*th 
: |\p—x |p— x 


Acta mathematica. 33. \mprimé le 9 novembre 1909 ay 


(x + w)Ptet! (a + u)Pt"=o (mod. p) (w—o,r... ad inf.). 
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Cela démontré, la vérité de la formule (27) pour r < uw € m sera aussi facile- 
ment prouvée par déduction de u à u + 1. 
En effet, d'aprés l'identité suivante 


(x + w)P—"—! (cu) — (— cr) (cu)? = c(x + wu)z-" DE (cu)? A— eaxy-?, 


qui pourra être aisément vérifiée, on aura 


> Yp—z —] 
(28) (= € ye ae (a IE Qro = Hee (x ae 25) PKI (mod. p). 
De plus, on aura 
94) p—l U {eee ET 
(cu) (a AL u)2-" == > h (kp— 1) (a E mr Um - CETTE , 
p—i n) E RER 
d'où 
u)?2—1 
Does (x 4E u)Pp=u—1 nes — O0 (mod. p). 





Or, nous avons trouvé (voir p. 51) 
(a= Or (mod. p), 


où tous les c, sont différents de zéro, pour ut — 0, 1, 2,... ad inf. 
Par conséquent, si l’on prend p supérieur à la valeur numérique la plus 


grande des nombres «, @,...@m, on aura évidemment 


4) Pt 
(x + uw}? 1 "ec I (mod. 9), 





d'où, d’après (28), 
(eu)P=* 


lp —x DET) (mod. p). 





La formule (27) sera done vraie pour 1 < x < m+1 et pour —@<u<m. J'éta- 
blirai, par déduction de x à x + 1, qu'elle l'est aussi pour m + 2 € x € p. 

Supposons en effet que ladite formule soit valable pour une certaine valeur 
donnée de z > m + 1 et pour toutes les valeurs inférieures à celle-là. 


On trouve 


à p—+m—l m ‚(I 1 p—x+m—1—7 pv 
(cu E (x rF u)P m-l b h (kp—m) (x N u)p-mtv (c u) e ; 
|\p—x+m—1 - pr ee 


d’où 
(c u aA) 


AN 


C Om (ac + u)? 


(mod. p), 
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et l'on établira, comme auparavant, que tous les 


Cu)? 4-1 
l : s (x + u)r-"-o (mod. p), 
EE me 
pour — o € u € m. 


Or, substituons dans l'équation (27) x — p, nous aurons 
(x--wu)?-"-o (mod. p) pour — o € u € m. 
Or, l'on aura 
(z-Fw)?-—z? + hoa (xw), 
d’où 


TP— 0 (mod. p), 
ce qui est impossible. 


De la résulte cette proposition: 


Théorème. V désignant la fonction définie par la formule (18), il ne peut 
exister aucune relation de la forme 


E 


En poursuivant les recherches exposées dans ce $, j'ai réussi encore à étu- 


dier de plus prés l'équation différentielle générale du 2*"* degré que voici: 
(29) cx V,+(b—ex) V, — a V =o, 
équation dont celle de M. Hurwrrz est un cas special pour 
eo 
et dont l’equation (19) est un autre cas special pour 
a=o (mod. e). 


Mes recherches ont abouti à la proposition suivante analogue aux précé- 
dentes: 


Théorème. Soil 
v—1 y—1 


y, IL « Fed), X IL ^ + cA). 
0 0 
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La fonction 


V wv Wy x” 
(30) = Ir — 
^ lr 

sera donc une intégrale particulière de l'équation. (29). 
Il est vrai aussi pour cette fonction V qu'il ne peut exister aucune relation 


de la forme 


W = >. GV. (2) = 0, 
0 


a, b, c, e, vu v, ... X4. et Cy, C, ... C, étant des nombres rationnels quelconques, 
x, @,... ms étant tous différents et C, C,... C, n'étant pas tous égaux à zéro. 

Cette proposition représente un progrés incontestable comparée à celles que 
nous avons exposées dans ce qui précède. J’ai pourtant trouvé inutile de pro- 
longer encore cet article, en en donnant ici la preuve, espérant trouver l'occa- 
sion de passer dans un article suivant à certaines études générales basées sur 


ces recherches. 
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CONTRIBUTION À LA THÉORIE DES NOMBRES PREMIERS. 


PAR 


HELGE von KOCH 


à STOCKHOLM. 


Ce qui est peut-étre le plus attrayant dans la théorie des nombres premiers, 
c'est le rapport profond qui existe entre ces nombres et les zéros imaginaires de 
la fonction ¢(s) de Riemann. Ce rapport, malgré tout l'intérét qu'il a excité 
depuis l'apparition du mémoire de RIEMANN, n'est encore connu que trés incom- 
plétement. 

Rappelons, en quelques mots, les résultats concernant la fonction numérique 
Wx) de TCHEBYCHEFF qui correspondent aux progrès faits dans l'étude de la 
fonction Z(s). 

D'après RIEMANN, (s— ı){(s) est une fonction entiére possédant les zéros 
réels 
ZU © erts 
et une infinité de zéros imaginaires 

Q—a-4 3B 
oü la partie réelle satisfait à la condition 


OST. 


Tant que le signe d'égalité dans cette formule n'était pas exelu on ne pou- 
vait pas aller plus loin que TonekBycnerr. Tout ce qu'on savait c'était done 
iU (ac) 2 LH . W(x) SUM 
que reste compris entre deux nombres fixes et que, si a une limite 
m x 


pour v=, cette limite est =1. 
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Après que M. HADAMARD avait démontré, en 1893, le théorème fondamental 
sur la décomposition de Z(s) en facteurs primaires et dés que MM. DE rA VALLÉE 
Poussin et HADAMARD étaient parvenus, en 1896, au résultat 


OFZ ibe 
ces géomètres purent établir le fait capital 


lim EE I 
a 
ou bien 
U(x)-—x-xó(r), lim d(x) =o. 


Et quand M. pe LA VALLÉE PoussiN réussit, en 1899, à trouver pour « 
une limite supérieure moindre que 1, savoir (pour tout zéro o — « + 2j?) 


A Ju 
, (A = constante positive) 


OG = 
log > 


il parvint, dans le même travail, à une limite supérieure pour la différence 


| uo) 


man savoir 





l9(z)| « KV loga e-V4tesz (K — constante). 
C’est là le résultat le plus précis sur Y(x) obtenu jusqu'à présent, si l'on ne 


s'appuie que sur les théorèmes rigoureusement établis relatifs à 5(s). Or RrE- 


MANN a considéré comme trés probable la propriété suivante 


i= (pour tous les zéros o). 


L2 


En admettant seulement 
eI heo I 
ORS See o<c< 
u 2 
on parviendrait, par une méthode que j'ai donnée il y a quelques années, à 
l'inégalité 


1 


[d(x)|<Kex 2 ‘(log x} 


. , N ; NAT I SES 
qui, dans l'hypothèse c — o c'est-à-dire « — -, se réduit à 
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En somme, à chaque progrès qu'on a fait ou qu'on fera dans la recherche 
d’une limite supérieure pour « correspond une diminution de la limite supérieure 
de |Y(x)—x|. 

Or, quel progrès qu'on puisse faire dans cette direction, on n’arrivera jamais 

1 
à une limite supérieure pour | (x) —x| essentiellement moindre que Kx? (log x)°. 


En effet, M. PHRAGMÉN a démontré que lon a 


1 
| W(a)—a|> Ka? (K — constante, & > 0), 


e étant arbitrairement petit, pour une infinité de valeurs de x supérieures à un 
nombre quelconque donné. 

Done, pour arriver à une évaluation plus exacte de (x) il faut ajouter à x 
des termes complémentaires. Lesquels? 

On se rappelle la formule suivante, démontrée par M. von MANGOLDT: 


ma logon iin (1— 3) — 2.7 


n ees ; W(x— 0) + W(x +0 A . 
où W(x) doit être remplacé par ~~ pel) a EZ ug) pour un 2 où il y a discon- 


2 
tinuité. C’est la formule pour Y(x) correspondante à la célèbre formule de R1E- 
MANN, démontrée également par M. von MaxGorpr, pour la fonction IS) 


1 1^ 
F (x) + tp() re pG) toc, où F(a) = nombre des nombres premiers < x. 
3 I = 


La convergence de la serie 


> x? 


Q 


étendue à tous les zéros imaginaires o de Z(s) n'est ni absolue, ni uniforme. 
Quand x s'approche d'une puissance entière d'un nombre premier, la convergence 
devient infiniment lente et méme pour d'autres valeurs de x la série converge 
trés lentement. Il parait que le calcul des termes correspondant à un certain 
nombre de zéros o n'a aucune influence sensible sur la valeur cherchée et l'on 
pouvait étre tenté d'en conclure que la détermination de tous les zéros o in- 
férieurs, en valeur absolue, à un nombre donné A n'ait qu'une influence négli- 
geable pour l'évaluation de wv(x). 

Cependant les résultats auxquels j'arrive dans le présent travail montrent 
quil y a un rapport intime entre les nombres premiers inférieurs à x et les 


zéros o de module moindre que x. Je trouve, par exemple, que pour caleuler 
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W(x) avec une erreur moindre que Ka!-"^(logx)? (o<u<ı, K — constante) il 
suffit de connaitre ceux des zéros o où le module de la partie imaginaire est 
pue 

La démonstration de ces résultats est basée sur une nouvelle expression de 


^0 


N [s mes BER 
w(x) où Jes termes figurant dans la formule précédente se trouvent rempla- 


> 


cés par 


qM [ 
I (x |) 
0 s 


I' désignant la fonction Gamma ordinaire et s désignant un paramètre positif. 
Aprés avoir démontré cette formule, nous l'appliquerons d'abord à l'étude 
de la différence 
|o) —2l 


et nous retrouverons par là d'une manière rapide les résultats asymtotiques rela- 
tifs à w(r) déjà connus et parviendrons en méme temps à les compléter sur 
certains points. 

Dans le dernier numéro nous aborderons cette question difficile à laquelle 
nous avons fait allusion, savoir la recherche des termes complémentaires qu'il 
faut ajouter à a pour représenter W(x) avec une approximation voulue. 


1. Je commence par rappeler quelques formules démontrées dans un mé- 
moire précédent (Acta Mathematica, t. 24, p. 159). 

Désignons par O(x) la somme des logarithmes néperiens de tous les nombres 
premiers qui ne surpassent pas v et définissons, avec TCHEBYCHEFF, la fonction 
W(x) par l'égalité 


VU (x) = O(x) + es) ae (x) jp esc 
Mettons | 
(1) E (ac gy x — gs ) log p + x LU (5) log p + --- 
où les sommes s'étendent à tous les nombres premiers 


1:27 35457 lee 


Ici, et dans tout ce qui suit, x et s désignent des nombres réels positifs et s » 1. 
La série définissant (x, s) converge absolument et aussi uniformément par rap- 


port à x dans chaque intervalle fini et par rapport à s dans l'intervalle 


Contribution à la théorie des nombres premiers. 2t 


I+Ee<S< + oo 


« étant positif et arbitrairement petit. 
Introduisant la fonction 





(2) (x, s) = (x1 —log 2a) (1 —e-™) + P(x, s, — 1) 
-X[re Geop) ree e-2)| 
n=1 an | 
— X, [Pe 5, 0) ze — a=) 


la dernière somme s'étendant à tous les zéros imaginaires o de la fonction ¢(s). 
Les deux séries figurant dans (2) convergent absolument et uniformément par 
rapport à x dans tout intervalle fini. 


Enfin, pour la fonction P(x,s,«) on a les formules suivantes 


(3) PL 830) 1e | y^—! (1 — e-v5) dy 
‘0 
cd 
(4) P(x,s,a)-— Dci x sytts—le—v dy 
[04 [04 
90 
DX mE 
Pr 8c) — — 728) — 
(5) une) AL ere) e (s + «) 
aW | ya +2s—le—w dy. 
a(s + a) Sn : 


0 


2, Nous allons transformer les différents termes de la formule (2). 


Pour P(x, s, —1) on trouve facilement, ! par l'application de la formule (3): 
P(x,s,—1)--x—1r-0 
avec 


! Joc, cit p. 172. 


Acta mathematica. 33. Imprimé le 9 novembre 1909 38 
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ce que nous écrivons 


(6) Pla, s,—1) - 21 + fl 


en convenant de donner généralement au symbole [f(r, s)) le sens suivant: 
f(x, s) étant une fonction positive donnée, (f(x, s); est une fonction qui, pour 
des valeurs de x,s supérieures respectivement à certaines valeurs fixes x,, s,, 
reste inférieure, en valeur absolue, à K . f(x, s), K étant une constante (indépen- 
dante de x et de s).! 

Pour évaluer un terme de la forme 


I 
— | Pia, 8, 2n) — - 


2T" 


ee] 


nous employons la formule (4) qui exprime ce terme par l’integrale 
[= et ys—le—v dy. 


Posons, pour un instant, 


écrivons l'intégrale sous la forme 


T 1—h 1+h x 
fascine f+ f+ | 
‘0 ‘0 1 Zr i + h 


h étant un nombre positif < 1. Dans la première des intégrales à droite on a 


o<y<1—h, e*<1, 


d’où 


| <> | LEN E 2 hier 


+ zn 


' Dans tout ce qui suit, A conserve cette signification mais pourra différer de l'une for- 
mule à l'autre. 
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dans la troisième: 
1+hA<y<x, yew <(x + jeta 
d’où : 
zr 


er nn) En 
1+h 


I . 
2? 


dans la seconde on a 


t—h<y<1+h, f(y) = 


ay) (a) 


2n—1 
I—h<yn<1+h, |y—1|<2h, f'() 
et comme 


I+h 
^ 


Su" ev dy = e—(1—h)§ — e-(1+h)® 


c 


1—A 
il vient 

Ith 

| Ty 

~ on ant 
I-A 
où 
Jd|< 


= IE ——0—(L—A)* —(14-A)* 
2n TS : “ge 


2A + hen! 


—(1—A)5 __ p—(1+-A)§ 
mu (e € Ne 


Remarquant que 


; I 
__ p—{1—h)$ ah s E 
€ « (r— A) ET hy 
—(1+h)$ f 
s * (x + hy 
; 6 
+ Ah): —(1+h)* 
(x + A)*e € ra Ay 


et combinant les formules précédentes, il vient 


2n 
ou 


= [Pt s. 2n) = (a= e): — = 
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PE 68 I iy 3 I 
On Ts FEES E] Tm 9 
(i+h)®: (2n)  (x-h) a?" 
2n 
+ 2h [ iE ^ ; 


Disposons enfin de h en prenant 


et remarquons qu'on a alors 


; T 
e tendant vers zéro avec ad nous obtenons 








A étant indépendant de x, s, n. 


ao 
Pour s» 1 on a h<ı ce qui montre que la somme DRE converge pour 
n=1 


log s 


x > 2 et reste inférieur à - multiplié par une constante. Nous obtenons done 
8 


finalement en remplacant 





(7) = > [Pe 8, 2m) u (1 e = 


2n 


Pour transformer les termes suivants qui dépendent des zéros o, nous em- 


ployons la formule (5) et obtenons 


c 
I : sas e—t sxe FA 5 
P(x,s,—0) 4 -(1—e-2)- STET ggy?*-e1 e dy 
0 A) 
n Ls 
sas e-c* Sa? ; sx? : 


gjy?s-0— e dy + | Sy Le Ad). 
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Dans la dernière de ces intégrales nous prenons 


comme variable d'intégration ce qui donne 


oo coo 
> s—o 


gg? s—-e-le-v dy = | ts e-tdt 


t 


0 0 


a Seer QT (x -: 
s s 
I' ayant sa signification habituclle. 

Pour évaluer l'intégrale 


oo 
> 


| sp le dy 


T 
nous rappelons que la partie réelle « de o est comprise entre o et 1: on a donc 
(pour x» 1) 
| SU a eraul< | sy*s-Te-v dy 


T 





Par là et en remarquant que (pour s > 2) 


Is — e| 2-lel 
et que |z?| €x nous obtenons donc 


e E Rt qure 
P(x, s, —0) + AU ge yo 3 I (x 3 + d(xz, 8, 


S bi 





"(S 
— 


ou 


K étant indépendant de z, s, 0. 
Faisons la somme par rapport à o, nous aurons! 





! D'après un théorème fondamental de M. HapAMARD (Journal de Mathématiques, 1893) la 


serie Lo converge déjà pour v> I. 
e lel 4 
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f ayst1lp-— N 
P eV o 


le dernier terme tendant avec grande rapidité vers zéro quand x ou s augmente. 
Dans ce qui suit, il nous suffit de savoir que ce terme satisfait à l'inégalité 


e ES I K 
|{sastle il = 


K etant une constante. 
Combinant les formules (2), (6), (7), (8) il vient 


(9) V (x, s) — x—log Zu log (x= 
xe 0 x + logs 
San 


Le dernier terme est ici, comme on voit, inférieur à une constante des que 
'on prend s > x. 


3. D'autre part la fonction #(x, s) peut s'exprimer sous la forme suivante ! 


r 
x 


(10) ‘P(x, s) = | sy (b y ev dy. 


0 


Soit A un nombre positif < 1 et écrivons cette intégrale sous la forme 


z 1—h 1+h z 


p Bo! 


—h l1+h 


On a toujours, d’après un lemme de M. MERTENS® 


W(x) < 2%; 
il vient donc 


! Voir p. 485 de mon article: Sur un théorème concernant les nombres premiers. Arkiv 
für matematik, astronomi och fysik, Bd. 1. Stockholm 1904. 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 78. 
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1—h 1h 1h 
(12) | < 2% | sy? eV dy «€ 2x | sys dy 
0 ‘0 ‘0 
2%: LT hy 
S— I 
et 
^ z T 
| <22 | sy? e dy < 4x | sy ?dy 
lth lth 1E 
E I 
(13) AGE - — 
ger quet 
14h 


Pour calculer l'intégrale | nous désignons par w(x) une fonction ainsi 
1h 
définie: quand x n'est pas égal à la puissance p^ d'un nombre premier p, on a 
W(x) = w(x) quand au contraire x — p^, w(x) désigne une valeur indéterminée 
entre les limites 
U(x— o) et W(x + 0) = V(x) 
ce qu'on peut écrire 
W(x) == W(x) —tlog x 


(o tx) 


D'après cette définition, il est clair que toute valeur comprise entre les 


limites 
ie val 


peut s’écrire sous la forme W(£), € étant compris entre les limites 


a A x 
e : 
Id I—4À 


On a done, d'aprés le théoréme de la moyenne, 


LEA LEA 
(14) | = wié) | sys Lev dy 
Ih Ih 


— We) (ed — e-aem?) 
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où 
| d| < W(E) (x 3 g- Q—A)5 d eg- ah») 
DIR , 1 
rer), 
AU N 





: i (Es HET 
une propriété impor- 


Le nombre £ qui figure dans cette formule jouit d’ 


tante dans la suite: quand x augmente d'une manière continue £ augmente aussi 
H—\OPON a 531007 


d'une manière continue ou reste stationnaire et pour a 
C'est ce qu'on voit en remarquant que, pour toute valeur donnée de y, 
x 


IT : ERDE : x 
w(") va en augmentant avec x [ou reste stationnaire jusqu'à ce duoc passe par 

2 
et que, 


une valeur p^ où p- nombre premier et 4 — nombre positif entier 


par suite, l'intégrale 
I+h 


í ae 
| sw (^ y3e-V dy 
y 
1—} 
laugmente avec x (ou reste stationnaire) et finit par dépasser une limite donnée 
quelconque; d’après l'égalité (14) il en est donc de même de v/(Z) ce qui, vu la 
définition de VW, amène la propriété énoncée de &. 
Disposons enfin de h en prenant 


„lege 
s 


et combinons les formules (r0)—(14); nous aurons, aprés un petit calcul analogue 


a celui du n° 2, 
TA : je 
(15) ¥ (2, 6) = PE) 15 
CR À 
1+h 7 ~1—h 
La comparaison des formules (9) et (15) donne 
Y 0 
W(E) -=x-- log 2 x "log (x— “| > 22] (x e 
2 a? 20 8 


(16) 
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+ + log a + E + log s| 
s | 


qu sy x (1 . log s 
ith ~r—h TE 
o<t<I 
4. En remarquant que 
= 2hx 7 log « 
|o a To ner 
I—À?' & E 


on obtient de la formule (16) l'inégalité suivante 


ws 
(17) bs 


Ur — 


Ss .0—1 | 
“|< + ^) Y, 5 [e 


0 
S 





Jlog x , log s| 
Ai] x D S | 


et on voit done que l'évaluation de l'ordre de grandeur de la différence 
v5) —& 


se ramène à celle de la série figurant au second membre de cette inégalité. 


Posant 
9 = & + i 


hous savons que « est compris entre o et r ce qui nous permet d'appliquer 
^ . : 0 : . a 
a l'expression 7 Fr | une formule de M. PINCHERLE concernant la fonction 1°.! 


b 


Nous obtenons (pour s > 1) 


a 1 
ele : o WO = -3]2] 
I \ı— <K.|ı— e ?1s 
E $8 








K étant indépendant de o et de s, et de là, a fortiori, 


(18) r9 | e.t 


S 


où &k=——e et ¢ un nombre positif arbitrairement petit. 


! Rendiconti d. R. Acc. d. Lincei. Bd 4, p. 694. 1888. (Nıwrsen, Handbuch der Theorie 
der Gammafunktion, § 38; Leipzig, Teubner, 1906). 
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Comme 
OU — ma I K, 
AE ; rs 
Q | je | 


où K, est une constante, nous obtenons donc, d’après (18): 


Uu & —,S I gel kB 
(19) el | $ + 


Bl ! 





la sommation pouvant ici être bornée à tous les zéros o — « 4- ij où 2 » o (puis- 


que les o sont conjuguées deux à deux). 


5. Voyons d'abord à quelle conséquence conduit cette formule si nous nous 


appuyons sur l'inégalité fondamentale 
(20) eI 


démontrée par M. Hapamarp! et par M. DE LA VALLÉ Poussin? 
Donnons à s une valeur fixe quelconque > r et faisons tendre x vers l'in- 


fini. Comme 
al a I 


et que la série à termes constants 


est convergente on obtient la valeur limite de la série 
kp 


yet —— 
mye 


BL. 


pour æ— en y mettant x— dans chacun des-termes, ce qui, en vertu de 
(20), montre que cette limite est égale à zéro. D’après les propriétés de § 


démontrées plus haut, nous obtenons donc 


w(E)—& nt J log s | 


f= 0 S | S | 


Or s pouvant être choisi aussi grand qu'on le veut, il en résulte 


! Bull. de la Soc. Math. de France, 1896. 
Ann. de la Soc. sc. de Bruxelles, 1896. 
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t WE) mes 
Im — (5) 2 = 0, 
o0 


On sait que ce résultat fondamental qui a coüté de trés grands efforts est 
dû à MM. Hapamarp et DE LA VaLLÉE Poussin qui l'ont démontré presque 
simultanément et indépendammant lun de l’autre. Leurs démonstrations sont 
basées sur les propriétés de Z(s), trouvées auparavant par M. Hapamarp dans 
son mémoire célébre de 1893 et sur les propriétés de certaines intégrales entre 
des limites imaginaires analogues au facteur de discontinuité de DiRICHLET.' 

La démonstration que nous avons trouvé plus haut est basée aussi sur les 


théorèmes de M. Hapamarp relatifs à la fonction Z(s) mais n'exige, pour le 


reste, que la connaissance des principes les plus élémentaires du calcul intégral. 


6. On doit à M. de la VALLÉE PoussiN* d'avoir trouvé, pour la première 
fois, une limite inférieure » o pour la différence 1 — c. D'après le théorème de 
ce géométre on a, entre les parties réelles et imaginaires d'une racine 9 — « À: ig 


de Z(s) la formule 


p 


21 —« 
(gr) ; SIE 3—log n 


(p = 0,03466 . . » ST — 47-8860 11) 
pour 5 > 705 et 
I — @ > 0,0128 
pour o € p € 705. 
Pour appliquer ce résultat à nos formules, partageons la somme par rap- 


port à 3 en deux parties de la maniére suivante: 


kp 


«i „a—l "1 et 
(22) > >= e S > + > 


> 
Bo) 105=>p>0 8-05 
et oceupons nous d'abord de la deuxiéme somme qui est étendue à tous les o 


> 


où 2 > 705. 


1M. Laxpau a donné (Mathem. Annalen Bd 56) une démonstration du même théorème 
qui ne suppose connues que les propriétés les plus élémentaires de la fonction £(s) (en particu 
lier, on ne s'appuie pas sur les théorèmes de M. Hapamarp). Cette démonstration opère aussi 
avec des intégrales entre des limites imaginaires. Tout récemment, M. Laxpau a simplifié 
notablement cette démonstration (Sitzungsberiehte d. K. Preuss. Ak. d. Wiss. t. 36, p. 746; Ber 
lin 1908) 

? Mém. couronnés et autres mém, publiés par | Académie royale de Belgique, t. 59; 1899 

3 M. Lawpav vient de remplacer ce nombre par une valeur un peu plus grande, savoir 
p = 9,376... Voir Rendiconti del Circolo math. di Palermo, t. 20, p. 250. 1909). 
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De la formule (21) résulte, d’après M. de la VALLÉE Poussin! 


gel = 
— « Ke-2Vn2lgz 


L 


ce qui nous donne 


kB kp 

E get pees = ; = WY m 

m 3 € 8’ <Ke—? Vplog z PAL REB 
Bm P 2105 


et nous sommes ainsi conduit à chercher une expression de la série 


[9] 


3 4 
De 


9105 


— 
D 
[99 

LI 


D’après un théorème de M. von MANGoLDT,’ on peut exprimer le nombre 
des zéros o — « + ig où o € 9 € T par la formule 


(24) = Opt rh NOR ye 


Il en résulte que le nombre des zéros où > est compris entre deux entiers 


successifs m et m + 1 est inférieur a 
K log m 


K étant une constante positive. On a donc pour la partie correspondante de 
la somme (23) 


_ kp | km 
de so MKolocsmide tens 


m-j-—m-1 


d'oü 
_ kp D _ km 
Ne ER > log m.e E 
3=B m=B 


B étant un entier positif quelconque. 
La fonction 
ky 
logy.e 5$ 


est croissante quand y varie de 1 à la valeur y, définie par l'égalité 


! n:0 35 du mem. cité p. 307. 
* Mathematische Annalen, Bd 60; 1905. 
' Dans les formules qui suivent, A désigne toujours une constante mais peut différer de 


l'une formule à l'autre. 
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s 
Vo log Yo = k 


et puis décroissante quand y varie de y, jusqu'à l'infini. 
Choisissons un nombre hk, 


entre ı et k et désignons par 
satisfaisant à l'égalité 


y, le nombre 
S 

y, log y, — 

k, 

_ ky 

La fonction log y.e * ayant son maximum pour j — y, on pourra écrire 


oo km co 


4 d da m m k—kı " 
loggm.e * = Y log meg So 3 
m=B m=B 
kay. 0 kk n 
nes I 
“eme Ne t 
m=B 
lai y k—kı B À ZEN 
<] ADU Ss E 8 d) 
< log y,e e eh À ay 
B 
| e an | Kha B E == 5 
= 102 7 e $ e s + e S8 
8 Yi (Fea k, 
kB 6 
— soci Ce Ee eral 
1 
d’où en remarquant que y, «5 o SP: e) : 
kg 
* 2 = 
(25) > e * <K,slogs ( K, — constante). 
)—B 
Comme d'autre part 
kj : 
al eur 
(26) p: urb rupes IK 
= ? ~ 9,0128 
0059-0 ' 
nous obtenons enfin, en combinant (22), (25), (26 
5 
kj) 
| veo} e 
(27) > = ® Ke—*Vrlogz, s log s 
3 
0! 


et, d’apres (19), 
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DIENTE <Ke-Vris.s log 8 + Jlog x , log s| 
S nm s | 
d'ou 
U(x)—x 7 l x ‘ 
(28) = Y= Je-2Vplogz, 5 log s + = zm = . 


Dans cette formule il suffit de prendre 


s= eV» log x 


pour obtenir la formule suivante 


VE) — a 
(29) (x) = Vnlostre oem YB togit 
T 
qui n'est autre que celle de M. DE LA VALLÉE Poussın.' 
De là on obtient facilement, en s'appuyant sur la relation connue entre 
w(x) et la fonction F(x) qui exprime le nombre des nombres premiers ne dépas- 
sant pas x, une formule correspondante pour la différence entre F(x) et le loga- 


rithme intégral Li(x): 


F (x) — Li(x) = m 2 Vp log x. e-V» ies, . 

C’est le célèbre théorème de M. pe LA VALLÉE PoussiN,? qui comme on 
sait, constitue le résultat asymptotique le plus précis obtenu jusqu'à présent 
concernant (xj, si lon fait abstraction des résultats basés sur le théorème 
hypothétique Ro — : 


7. D'après la formule (4) nous pouvons, dans la formule (2), remplacer le 
terme P(x, s, — 1) par l'expression suivante 


T 


2 
(1 er T°) + | s- ys e—* dy 
y i 


ce qui nous donne 


I Mém. cite, n:o 55. 
Mém cité, n:o 67. 
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x 1 
— P(x, s, 2n) — (x — e =) 
2n 
n-l 


— 2, |P@. 8,— 9) + A = e). 


Comparant cette expression de ‘P(x, s) avec celle fournie par la formule (10) 
il vient 


^ ^ 2 
E | (WÉ)- | yf71e- dy = —log 2x. (rt — er") — > — > 


« : n-l 


0 


re 
. ' aJ ac , ^ 
les signes Ÿ et > désignant, pour abréger, les mêmes sommes que dans la 
0 v i 


formule précédente. 


oo 

T Y . riko \ 

Nous savons (n° 2) que > reste inférieure a une constante en valeur abso- 
n=1 


lue; done, si nous posons, pour abréger 


> Ep Fr —{) = § 


0 0 S 
il vient 
T 
AUI DRM o QA E PR 
(30) 8 | y —C|ys-te-v' dy —49 ;. 
y yl. 


Désignons maintenant par w(x) une fonction positive de la variable positive 
æ remplissant les conditions suivantes: à partir d'une certaine valeur t=%>1I 
la fonction w(x) est toujours décroissante et la fonetion &w(x) toujours crois- 
sante et Pon a 
(31) | s (2) — | € xo (x). 


Il existe effectivement de telles fonctions, par exemple 
w(x) = KVplogæ.e-Vrlsz 


(K — constante convenablement choisie). 


Écrivons le premier membre de (50) sous la forme 


T 
T Ih EJ To X 
S | 8 | - | Fs | Fs | : 
‘0 0 VA +h i 


h étant un nombre positif — dont nous allons disposer. 
x 


0 
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On a alors, du moins pour «>a, s>2 


1—A 1—h 


i | 2 a a m ( y e dy 
| y wl ; 
0 0 


sauer rm eng 


«2mo(x) (x — Ah) 


« vo (ax) | ^ ev dy 


u 
1+h 1+h 








< xo (x)e-Oc? 


x(x) 
(1 + h)s 


T T 


ETC | sy let dy 
E E 
To To 








^q 


s 
« Ke (2) «K 
(K — constante) 
et, x, désignant une certaine valeur comprise entre les limites 


et ET 
dE pe 


et 1! conservant la méme signification que plus haut (n° 3): 


1+h l+h 
| = (W (x) — z,) [se^ e dy 
1—A l—A 


(i) (2,) : 2) (e7 GAY _ g—(1+h)5) 


V (x,) — z, +6 
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[5] < | ya.) — a, | (x — en + e+") 


(TX )— ax, |: Re: 2 v, (x) 
«|v(z)—«.] (ART (r4 Ay 


^ 


eut | dE | 2 
2 C = = 
TU yc EY (r + A)$ 
2 xw (x) 
<4 — ÀÓ - un 
(x — A)(x + A) 
La combinaison de toutes ces formules conduit à la suivante: 


e Jr an) 
ee 


— 
w 
L2 
= 
— 
& 
EI 


DE D x An 
valable, nous le répétons, pour une certaine valeur x, entre — —; et —_| - 

IE ETE 
Combinons d'abord cette formule avec le théoréme asymtotique (29) de M. 


DE LA VALLÉE Poussin. Cela revient à mettre 
w(x) — K Vg log ze-Ysnee 
et à se rappeler que, d'aprés n? 6, on a 


S«Kslogs.xe-?VphEe. 
Nous obtenons ainsi 


| 


Er, 7 : e-! plogæ 
W(x,)— x, = iB log s. ze-?V» £z + xz log x: 


(rc Ay. 


Laissons h fixe et disposons de s de telle manière que 


(x + Ay — eVpiose 
c’est-à-dire 

s log (1 +h)— Vplog x; 
nous aurons 


W(e,)—2, = (x log (log x). Vp log a. e2VP bs zj 
d'où 
C / ; 
(33) Ie (z)-— x 1< j log (log x,) V p log a, e-?V 7 los a 


C étant une constante numérique. 


m. I : 
remplaçant x par x(r +h) et désignant par 1 + H, ce résultat peut 
[ 


I + 
I—4 
s'énoncer ainsi: 
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Désignant par H, une constante positive <1 et par H un nombre arbitraire- 
ment petit (dépendant ou non de x) de l'intervalle o... H,, il y aura dans 
chaque intervalle 

lee Veh), 
du moins à partir d'une valeur suffisamment grande de x, une valeur x, au moins 
pour laquelle on ait 


C = ee 
(34) | v (z,) — 2x, | € H - x, log (log z,). Vp log x, e-?V21e£ zi 


C étant une constante (indépendante de x, x,, H). 
Donnons, par exemple, des valeurs fixes à x et à H et marquons sur l'axe 
des x la suite de points 


2, Ci A) wale te eI wale Jal) oc 


Cet axe sera par là partagé en intervalles tels que, pour chacun d’eux la diffé- 
rence |W(x)—x]| devient une fois au moins, inférieure à la fonction 


K x log (log x) | log + e—2Vp log x 


qui, comme on voit, est d'un ordre inférieur à celui indiqué par Ja formule (29). 
Pour ces points, au moins, l'approximation obtenue en prenant 


W(x) =a 


est done meilleure que l'on pouvait l'affirmer d’après le théorème asymtotique 
de M. DE LA VALLÉE Poussin. 

Voyons, en second lieu, à quelle conséquence amène la formule (32) en 
admettant que tous les zéros de Z(s) satisfassent à l'égalité hypothétique de 
MEMANN: 

Ro=-- 


2 


J'ai montré (Acta mathem. t. 24) que l'on obtient dans ce cas 


S « Kx? (log s)?, |v(x) —x|« K x? (log x)? (K — constante). 


Mettons done 
(log a)? . 
>: 


x? 


OR 


on s'assure aisément que w(x) est décroissante et æw(x) croissante à partir d'une 


y — €”). 


L'application de la formule (32) donne 


certaine valeur x, (on peut mettre x 
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1 (log x)? | 
T E T 
7 (2,) v, X ee s) (1 + hy| 
où 

92 220955. (9 222) o<h<- 

ae Ke, ce ve 
ea ie EU 

donc, si l'on donne à h une valeur fixe comprise dans l'intervalle o... - et que 


l'on choisit s tel que 


il vient, aprés un petit calcul, 
W(a,) — x, = fa? [log log (log 2,)]*) 
z, étant une certaine valeur de l'intervalle 
BE D 
NET. de 


et x une valeur quelconque > x,. 


8. Au § 4 de notre mémoire cité plus haut (Acta math. t. 24) nous avons 
calculé une limite supérieure pour la différence (x, s)— v'(x). Pour l'objet 
que nous avons en vue il faut reprendre ce calcul pour diminuer autant que 
possible la limite en question. 

(x, s) étant definie par l'égalité (1), on peut poser 
(35) P (x, s) = w(x) — V, (x, s) + V. (x, s) 
où 


t 


z 8 


PU TZ 


est une somme étendue à toutes les puissances de nombres premiers p^ « r et où 


V, (x, s) = > u = eG) | log p, 


la somme s'étendant à toutes les puissances p/ > x 
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ast " ; AR ; 
Pour préciser, nous supposons x — n + 2n étant un nombre positif entier, 


Gy Gee Ze 
Pour p^ € x on a alors 
; I 
AUS =— = 
DiS ant, 
et 
= qm^Xs 
€ (5) << P 
m 
d'où 


JB EY 
W(x, s) « = > p’ log p 


p^ <r 
I "n 
gS > vlog v 
vege 


n 


ee n\s 
< zl a log xdx + ("| log n 


i log x 
en lion GA + DEO — | . 
x S 


| 


; se I : 
Pour p*>x ona p>zx+- d'où 
= 2 


RE 
p^ 
uet s) = a > SEE 


pl=z+! 


2 


y] / log x 


x o 
us du E x | log (n + x) 


A 


n+1 
q QS x log «| 
i ; 


= be à | Log pipere | 


2 
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Remarquant que 


r,s 

TX — > * LIE: AD 

pee = (1 | <e 2T <e 2r+1 

x 2 

rer a | = I; | Je et 

E n : 20 -- 
il vient donc, d’après (35), 

=; À x log x 

(36) Pr, s) — (x) + e 22st log x + 2 > 2 | 


I - 
[r7 2. s>2). 
2 





La combinaison de cette formule avec (9) donne 


MSN UE Sas ti ae TiS ze 0 
(37) W(x) ==x— log 2x 2 log (x E =, r(x ‘| 
E € + log s| Date | eee x bez 
EX cl | : 


I 
Le — lee sz]. 
3 
Ecrivons la série figurant dans cette expression sous la forme 


n " 
(38) De rh —$ EE r(x—§) + R(B) 

o 181=<2 9 3 
où la première somme embrasse tous les termes où le module de la partie imagi- 
naire de o ne dépasse pas un nombre entier donné B et où R(B) désigne la somme 
de tous les autres termes. D’après ce qui a été dit plus haut (n° 6) on trouve 
facilement 


LS i hm 
(39) (RB) Ra S DEAE rican (K = constante) 


m=B m 


Choisissons maintenant s tel que lon ait 


_kB 


CRE : 


SB? 


il suffit pour cela de prendre 
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( = 
4) * log B 


et on a alors (du moins pour B > 3) 


d’où 





| 


m=B m? 
Comme on a 
2 DERE E y 
m=B m D? B y 





B Bo a B 
il vient done 
|R(B)|<K,.0. EP (K, = constante) 


ce qui, eu égard à (40), permet d’écrire (37) sous la forme 


(41) W(x) = x — log 27 — - log (x = à] aes » E IR (1 -— ‘| 
a "gies 
, Jrlog B + (log By 7 


ne x log x log B| 
+e (2241) log B lee x D = = N 
| m] 


| 5 ] 


Ir2n45, B>2). 


Cette formule montre que l'expression 


— 

4 
D 

— 


0 
x —log 27 — : log be “i mI > 5 yp 1-2) 
181«8^ 
représente asymptotiquement la fonction w/'(x) et donne aussi le moyen de calculer 
l'approximation correspondante à une valeur donnée de B. Nous nous bor- 
nerons ici à considérer quelques cas simples. 
Prenons d'abord B = 2x (log x)’; on aura 
kB 


e (2@+1)log B — y—k (1 4c 1) 


; I : 
n tendant vers zéro avec Comme k est plus grand que wn on voit done que 
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kB | 


e @r+1)logB los ae x log log Bl 


Be) 
tend vers zéro avec |. Il en est de méme de 
zlog B + (log B)* 
B II 
Done, si l’on prend dans l’expression (42) B= 2x (log 2)?, 


2kx (log x)* 


Gem ——— 


log x + 2loglogz + log 2 
"t ; ; m P 
la différence entre cette expression et (a) tendra vers zero avec p étant 


, I à 
supposé de la forme n + - (n — nombre entier). 


Prenant maintenant 
pu (our) 


on voit facilement que l’expression 


EH x log x log B| 


fe log B+ (log B)*| _ er BJ ari 
‘ +e @etl)leB {og x + B Í 


| B 


reste inférieure à Ka!" (log x)? (K = constante) d’où l'on conclut que, pour ce 


choix de B, l'expression (42) représente la fonction (x) avec une erreur moindre 


r 9 I 
que Kzx!-"(logz)* |pour «=n + | : 
2 


Se rappelant que la fonction 


log 2 + log (x — B ; 


pour x 72, reste au dessous d'une certaine constante et que la fonction W'(x) 
n'augmente que d'une quantité au plus égale à logx quand x passe par une 


valeur de discontinuité de la fonction, on peut done dire que l'expression 
roS uo log x 
y — > Rule: 
0 ka" 
121«2" 


représente W(a) avec une erreur moindre que Kx!-" (log x), x n'étant plus assujetti 
1 ] 


à aucune condition. 
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I . A ; 
BOUT Et — en obtient la conclusion suivante: 
: 2 


On peut mettre approximativement 


W(x) — x — > T IE (: LY ee) 


9 


l'erreur commise étant en valeur absolue au plus égale à K Vx . (log x)? (K = constante). 
Par un raisonnement dont je me suis servi autrefois (Acta math. t. 24) on 
prouve que la somme 
TARDE 0 
> Ji E = ‘) ; 
9 


étendue à ceux des zéros de [fx) dont la partie réelle est — =, est inférieure à 
2 


K Vx . (log s)? . 


2kVx 5 a RER, 
On en conclut {en prenant s = GE | que l’on peut, dans l'énoncé précé- 
g 





dent, borner la somme 





NO o log a 
(43) Vert 
races 2kVa 


à ceux des zéros o — « + 7? qui satisfont aux deux inégalités [B[<Vx et 
(44) «= 


Si l'on admettait, avec RrEMANN, l'impossibilité de l'inégalité (44), la somme 
(43) se réduirait à zéro et le dernier énoncé coinciderait avec un résultat déjà 


établi. 
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VIII. Surfaces hyperelliptiques régulières de rang 3 (type In). 


73. — Transformations hermitiennes périodiques d’ordre trois. — Soit F une 
surface de Jacosı admettant une, et par conséquent c*, transformations her- 
mitiennes périodiques d'ordre 3, correspondant à une transformation v d'ordre 3 


3) 
e 


de la courbe associée f. 
Rappelons-nous que la transformation singulière 7 jouit des propriétés 
suivantes: 


Il 


a) Le groupe formé par un point £ de f et par les points E. £! correspondants 
à € au moyen de r et de r?, donne, au varier de E, une série linéaire g; de 
la courbe f. 

b) La transformation + admet quatre points de coincidence qui se distribuent en 
deux couples de la g; appartenant à f. 

La transformation + peut être envisagée aussi comme une transformation 
birationnelle entre les couples de points de f: on a ainsi sur la surface de JAconr 
F une transformation de Hermine T, qui correspond à r. Pour déterminer le 
nombre des points de coineidence de T, il faut chercher les couples de points de 
f, qui sont invariant par rapport à la transformation r. 


Soient 
AAC"; 


les quatre points de coincidence de v; A,, 4, et B,, B, étant respectivement con- 
jugués par rapport à la gj. 

Désignons d'une facon générale par 2P le couple donné par deux points 
coincidant avec P, et par P +Q le couple donné par les points P, Q. On a 
alors les couples 2 4,, 24,, 2 Bj, 2 Bj, A, + A;, B, + Bj, A, + By, 4,4 B,, À, + B, 
A,+ B,, invariant par rapport à 1; et on ne peut pas avoir d'autres couples 
jouissant de la méme propriété, car tout couple P + Q9 qui est ramené en lui- 
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méme par r, doit être formé par deux points de coïncidence de la transfor- 
mation: 


Il semble au premier abord qu'on aura sur F, 10 points de coincidence de 
la transformation T. Mais il ne faut pas oublier que si la surface F n'a pas de 
courbes exceptionnelles (n. 17), la correspondance entre les points de F et les 
couples de f, n'est pas biunivoque sans exception, car tout couple de la gj vient 
représenté par un méme point de F (n. 14, c); ainsi done les deux couples 


A eA BATUR. 


appartenant à la gj correspondent à un même point de coincidence de T sur F. 
Pourtant on a sur F neuf points de coïncidence de la transformation T. 

Envisageons maintenant le système complet X, déterminé par les courbes 
C de F répondant aux couples de f qui renferment un même point. La T 
change en lui-même le système X et fait correspondre les courbes de celui-ci, 
conçues comme les éléments d’une variété hyperelliptique, suivant une transfor- 
mation hermitienne d'ordre 3. 

En vertu de la dualité entre les points de F et les courbes du système 
(n. 23), on peut affirmer tout de suite que 7’ change en elles-mêmes neuf courbes 
du systeme >. 

Entre ces courbes et les neuf points de coïncidence, il y a des relations re- 
marquables, que nous allons établir. 

Soit O un des points de coïncidence, et H le système x! formé des courbes 
C issues par O. 

La transformation 7 change en lui-même le système H, et elle donne nais- 
sance à une transformation singulière d'ordre 3 entre les courbes du système H, 
conçu comme une variété x! d'éléments, birationnellement identique à la courbe 
f (n. 22). On a done quatre éléments de H qui demeurent invariant par rapport 
à la transformation T', c'est-à-dire que des neuf courbes C unies, quatre passent 
par le point O. 

Les quatre éléments unis, en vertu de la propriété b) rappelée ci-dessus, se 
distribuent en deux couples de la série g} appartenant à la variété A. 

Comme les couples de cette série sont donnés par les couples de courbes C 
se touchant en O, on en conclut que les courbes unies issues par O se distri- 
buent en deux couples a, b, et c,d de courbes tangentes. 

En considérant d'une façon analogue la transformation d'ordre 3 déterminée 
par T sur une des courbes unies, on trouve sur cette courbe quatre points de 


coincidence distribués en deux couples de la gj relative à la courbe envisagée. 
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Mais il y en a davantage. Deux courbes unies se coupent certainement en 
deux points de coincidence, car ces points doivent être unis par rapport à la 
transformation 

TER 

Or ces points peuvent être distincts ou coincidents. 

On a p. ex. le premier cas relativement aux courbes a, c et le second rela- 
tivement aux courbes a, b. 

Analoguement par deux points de coincidence il peut passer deux courbes 
unies, distinctes ou coïncidentes. Le second cas se présente seulement lorsque 
les points unis envisagés sont conjugués par rapport à la g, de la courbe unie. 

Dans la suite nous dirons que deux points de coïncidence sont conjugués lors- 
qu'ils appartiennent à une seule courbe unie; et nous dirons aussi que deux 
courbes unies sont conjuguées lorsqu'elles se touchent. 

En résumant, la configuration formée par les courbes et les points unis de 


la transformation T, jouit des propriétés suivantes: 


Par un point passent quatre cour- Une courbe renferme quatre points, 
bes, distribuées en deux couples de distribués en deux couples de points 
courbes conjugués. conjugués. 

Deux points appartiennent à une Deux courbes se coupent en un 
ou à deux courbes, suivant qu'ils sont ou en deux points, suivant qu'elles sont 
ou qu'ils ne sont pas conjugués. ou qu'elles ne sont pas conjuguées. 


Ces propriétés peuvent s'exprimer d'une facon élégante et compléte au 
moyen de l'algorithme suivant, qui a une trés grande analogie avec l'algorithme 
adopté par M. Humbert pour la cfg. des points et des plans singuliers d'une 
surface de KUMMER (n. 46). 

Envisageons les deux séries de nombres 


12, 2 eier 
et désignons par 


I I I 
Dx etu Cen De» 


deux permutations quelconque de ces séries. On peut représenter les neuf courbes 


et les neuf points unis de la transformation T de F, respectivement par les symboles 


(al), aa) (23), er) (220) (23)) Be, (32 9 (331) 


et cela de façon que 


1) Les points appartenant à la courbe aa’, soient 


(eB), (ay'), (æ 8), (a'y). 
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2) Les courbes passant par le point («a') soient 
COUT 193: [oh ay. 


3) Deux points ou deux courbes soient conjugués lorsque les symboles relatifs 


ont un caractère commun 
[p. ex. aß, ay -et (aß), («y)]. 
On voit que les points conjugués au point (««') ont les symboles 
(ap), (ey), (eB) (a'y), 


et par suite ils appartiennent à la courbe wa’. Analoguement les courbes con- 
juguées à une courbe donnée we’ passent par le point (««'). 

On exprimera ce rapport en disant que le point (««') et la courbe wa’ sont 
conjugués. Nous verrons dans la suite comment on peut rattacher l'algorithme 
que nous avons défini, aux propriétés des fonctions € appartenant à la surface 
de JacoBI F. 


74. Propriétés infinitésimales d'un point uni de la transformation T. Il nous 
sera utile de connaître ce qui se passe dans le domaine d'un point de coinci- 
dence O de la transformation T. 

On établit aisément que la transformation T détermine une homographie 
périodique d'ordre 3 entre les points appartenant au domaine du point uni O, 
et que les coincidences de cette homographie tombent en les points de contact 
des couples de courbes unies passant par O. 

En effet la transformation T ne peut pas changer entre elles deux courbes 
arbitraires € de X se touchant en ©, car dans l'hypothése contraire ces courbes 
résulteraient invariantes par rapport à la transformation 


INT 


et par suite elles seraient des courbes unies de la transformation 7’. 

Il s’ensuit que 7 change tout couple de courbes C se touchant en O, en 
un couple analogue, mais distinct du premier. 

Il faudra done que 7 change un point arbitraire appartenant au domaine 
de O, en un autre point du méme domaine. Ce point à son tour ne pourra pas 
être changé en le premier, car autrement T* donnerait lieu à une homographie 
identique dans le domaine de O. 

On en conclut que T détermine dans le domaine de O une homographie de 
jme ordre, dont les coincidences tombent évidemment dans les points communs 


aux couples de courbes unies. 
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49. L’involution I, engendrée par la transformation T. En associant à 
tout point P de F les points P', P" correspondants à P par rapport aux trans- 
formations 7’, T?, on obtient une involution /,, possédant neuf groupes de coinci- 
dences, dont chacun est formé de trois points coïncidents. 

Nous nous proposons d'étudier la surface régulière ® qui représente (sans 
exception) les groupes de /,. 

Disons C', C" les courbes de F transformées d'une courbe C de X, par rap- 
port à T, T?, et observons que la courbe réductible 


D = di (QU zs (Qiii 


appartient à Üinvolution I,, c'est-à-dire que les points conjugués de tout point de 
D, appartiennent aussi à cette courbe. 

La correspondance (1, 3) entre les points de ® et les points de F, trans- 
forme la courbe C de F en une courbe I’ de ® birationnellement identique a C: 
eh bien cette courbe I’ est aussi la transformée des courbes C", C", c'est-à-dire 
qu'elle représente la serie des groupes de J, appartenant à la courbe D. La 
courbe /' a deux points doubles, car il existe sur € deux couples de points con- 
jugués par rapport à /, qui sont donnés par les quatre intersections des cour- 
bes €', C" avec C. 

Lorsque C décrit le système 3, la courbe I’ décrit un système continu; et 
comme la surface D ne possède pas d'intégrales simples de première espèce, 
d'aprés M. HumBerT ce système continu doit être renfermé en un système liné- 
aire | | de courbes du méme ordre. 

Faisons maintenant les remarques suivantes: 


1) Le système [/'| n'a pas de points-base. En effet la correspondance [1, 3] 


entre ®, P n'ayant pas des points fondamentaux sur la surface ® — c'est-à-dire 
des points de ® auxquels correspondent des courbes de F — au système X de- 


pourvu de points-base, correspond sur ( un système jouissant de la méme pro- 
priété. 
2) Le genre du système |7'| est 


C= 


En effet le genre d'une courbe arbitraire du système linéaire, est égal au genre 
d'une courbe /' répondant à une courbe C, augmenté du nombre des points 
doubles de I’. 


3) Le degré de | ^| (c'est-à-dire le nombre des intersections de deux I’) est 


n=O. 
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En effet les 18 points communs à deux courbes D, se partagent en six groupes 
de l'involution /,. 

4) La dimension de |7'| est 

PES 
car ce système linéaire doit renfermer un système continu *, non linéaire, de 
courbes douées de deux points doubles. 

5) Le système |r'| est un système simple, c'est-à-dire que les courbes I’ 
passant par un point quelconque de la surface ®, ne vont passer en conséquence 
par d’autres points mobiles avec celui-ci. 

Etant donnés sur ® deux points quelconque M, N, il suffira de prouver 
qu'il y a des courbes I” passant par M et non par N. 

Soient 


PP! yp Q Q' Q" 


les deux groupes de /, répondant aux points M, N de ®. Comme les courbes C 
passant par P n'ont d'autres points communs, on pourra fixer une de ces cour- 
bes, qui ne passe par aucun des points Q, Q', Q". Alors les courbes C', C" trans- 
formées de C, viennent passer respectivement par les points P', P", mais non par 
Q. Q', Q". On a ainsi sur une courbe I’ — image de la courbe 


De C JL C! al. ou 


qui passe par M et non par N. 

Comme il est bien connu, en vertu des propriétés 4) et 5) on pourra trans- 
former birationnellement la surface ® en une surface de l'espace à r dimensions, 
de telle facon qu'aux courbes du système |7'| répondent les sections hyperplanes 
de la surface transformée, qui résultera d'ordre 6, 6 étant le degré de |r'|. 

Dans la suite (aucune ambiguïté n'étant pas possible) nous désignerons encore 
par @, ou par ®,, la surface d'ordre 6 de l'espace S,, et par I’ ses sections hy- 


perplanes, qui seront des courbes de genre 4. 


16. — La surface D,. — Remarquons d'abord que la dimension r de l'éspace 
renfermant la surface ®,, ne peut pas être plus grande que 4, car les sections 
hyperplanes de la surface, étant des courbes d'ordre 6 et de genre 4, ne peuvent 
pas appartenir à un espace de dimension >3. On aura done 


r=3 ou r=4. 


La premiére valeur de r sera écartée, lorsque nous aurons démontré que 
»la surface ® ne peut pas renfermer des lignes multiples»; car une section hyper- 


plane arbitraire de ® résultera alors une courbe d'ordre 6 et de genre 4, dé- 


Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 327 


pourvue de points multiples, et par suite elle ne pourra pas appartenir à un 
plan. Pour établir le fait énoncé, observons que, si P est un point de la surface 
de JaconBr F, distinct des neuf points de coincidence, on peut toujours construire 
deux courbes D passant par le groupe P P'P" déterminé par P, et se coupant, 
hors de ce groupe, en 5 groupes distincts de l'involution /,. Il suffit en effet 
de choisir deux courbes arbitraires C, C, de X passant par P, et de considérer 
les courbes C', 0"; C 


0* 


C qui leur correspondent au moyen de 7 et de T?. On 


a ainsi deux courbes D 
(Of AU (OU Jt Cle C, JE C, Is (05 


satisfaisant à la condition enoncée. 

Designons par M le point de ® image du groupe PP'P". 

Les courbes D envisagées ont pour images deux sections hyperplanes de ®, 
issues par le point M et se coupant hors de M en cing points: on en conclut 
que M est un point simple de ®, c'est-à-dire qu'à tout point P de P, ne tom- 
bant pas en un point uni de la transformation 7', correspond un point simple 
M de la surface ®; et par suite que cette surface n'a que neuf points multiples 
(au plus). 

Il s'agit maintenant d'examiner la nature des points de ® qui correspon- 
dent aux points de coincidence. 

Soit O le point de ® correspondant au point de coincidence (11'), ayant 
adopté pour les points et pour les courbes unis de la transformation 7 l'algorithme 
introduit au n. 73. 

Lorsque la courbe C variable dans le système X, vient coincider avec la 


courbe r2' issue par (ri) les courbes C'", C" transformées de C par rapport à 7 


I I 


et à T?, viennent aussi coincider avec r2', de sorte que la courbe 12! comptée 
trois fois, donnera une courbe totale du système linéaire | D |. 

I] s'ensuit qu'en comptant trois fois la courbe de ® correspondante à la 
courbe r2', on obtient une section hyperplane de ®; pourtant à 12' correspondra 
sur d une conique, et il y aura un hyperplan ayant un contact d'ordre 2 avec 
la surface ® en tout point de cette conique. 

On a ainsi sur quatre coniques passant par le point O, et correspondant 
aux quatre courbes unies, issues par (rr). 

Nous désignerons ces coniques avec les mêmes symboles qui appartiennent 
aux courbes unies correspondantes. 

Un hyperplan arbitraire passant par O coupe la conique r2', hors de O, 
en un point: done la courbe D correspondante à la section hyperplane envisagée, 
doit couper la courbe r2' en trois points différents de (11); c'est-à-dire que le 


point (11) doit absorber 3 parmi les 2.3 intersections des courbes D et r2'. 
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La même conclusion peut être rapportée aux courbes 13/, 1'2, 1'3. 
Il s’ensuit que la courbe D a en (11') un point multiple d'ordre 


S—2 OU Ss—3; 


dans le premier cas les deux branches de la courbe D touchent les couples de 
courbes conjuguées r2', 13’, et 1/2, 13, tandis que dans le second cas on n'a pas 
des contacts de ces courbes avec D. 

On voit tout de suite que le cas s — 3 est réellement possible. En effet les 
courbes C', C" transformées d'une courbe C passant par (11), mais ne touchant 
aucune des courbes unies, passent aussi par (11') de sorte que la courbe parti- 
culiére 

D=C+C 4 C! 
vient passer par (11') avec trois branches non tangentes entre elles. Les points 
de ces branches infiniment prochains à (1r) donnent un groupe de /,, c'est-à- 
dire un cycle de l'homographie périodique d'ordre 3 qui résulte définie dans le 
domaine de (rr) (n. 74). 

Remarquons encore que la courbe J’ de genre deux répondant à la courbe 
C+ C' - C", ma qu'un point double distinct du point O; en effet la courbe € 
renferme deux couples de points conjugués par rapport à /,, dont l'un est formé 
par deux points coincidents avec (rii) et l'autre par les intersections ultérieures 
de la courbe C avec C', C". 

Comme une courbe gauche 7° d'ordre 6 et de genre 2, ayant un point double, 
ne peut pas posséder un autre point multiple d'ordre >2, on en conclut que I’ 
a en © un point double, et par suite que O ne peut pas être un point multiple 
d'ordre »2 pour la surface. Cette conclusion conduit tout naturellement aux 
propriétés suivantes: 

1) Une courbe arbitraire D passant par (rr), c'est-à-dire une courbe ré- 
pondant à une section hyperplane I’, issue arbitrairement par O, a en (rr) un 
point multiple d'ordre 2 dont les deux branches touchent respectivement les 


couples de courbes tangentes 


En effet si pour une D arbitraire l'on avait s— 3, deux courbes D auraient 
communs, hors de (rr), seulement 
18 —3.3—9 
points, et par suite deux sections hyperplanes arbitraires /' passant par O, se 
couperaient, hors de O, en 2 ; points, c'est-à-dire que O serait un point triple 


de la surface ®. 
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2) Au système linéaire des sections de ® avec les hyperplanes passant par 
O, répond sur F un système linéaire H de courbes D ayant en (11') un point- 
base double avec deux points-base simples infiniment voisins, qui sont les points 
de contact des couples de courbes 12’, 13! et 1'2, 1'3. 

On ne peut pas avoir d’autre points-base successifs, car le point O étant 
double pour la surface ®, le point (11') doit absorber seulement 3.2 intersections 
de deux courbes D, répondant à deux sections hyperplanes issues par ©. 

3) Un hyperplan arbitraire passant par O coupe ® suivant une courbe I’ 
ayant en O un point double nodale (intersection de deux branches ou cycles non 
tangentes) car sur la courbe D correspondante à 1’, on a deux groupes distincts 
de /, formés par des points infiniment voisins à (11). On obtient ces groupes 
en comptant trois fois les points-base simples, c’est-à-dire les points unis de l'ho- 
mographie d'ordre 3 qui résulte définie dans le domaine de (1r). 

Cette propriété nous montre que le point O ne peut pas être un point 
double uniplanaire de la surface ® (c'est-à-dire un point où le cône tangent se 
réduit à un plan double), car en cette hypothése une section hyperplane arbi- 
traire issue par O, aurait en O un point double avec une seule tangente. 

Nous démontrerons que le point O est un point double biplanaire, c'est-à-dire 
un point où le cône se réduit à deux plans. Il suffira de prouver qu'il y a un 
système linéaire o! d'hyperplans issus par O, donnant des sections qui ont en O 
un point double avec une seule tangente. 

En effet, de la propriété 2) on tire que les courbes D ayant en (riri) un 
point triple, forment un système linéaire »°, car en imposant à une courbe D 
du système linéaire c? H la condition de toucher en (rr une droite différente 
des deux tangentes fixes, on obtient une courbe ayant en (11') un point triple 

Comme sur une telle courbe il y a un seul groupe de 7, formé par des points 
infinement voisins à (11), à cette courbe répondra une courbe /' passant par O 
avec une seule branche; et par suite le point double O, étant origine d'un seul 
cycle, résultera un point de rebroussement de I‘. On a ainsi un système linéaire 
de »* hyperplans coupant ® suivant des courbes douées d'un point de rebrousse- 
ment en O, et d'une méme tangente o en celui-ci. Il s'ensuit que le cône tan- 
gent à d en O se réduit à deux plans se coupant dans la droite o. En outre il 
est aisé de voir que le point o est un point biplanaire ordinaire, c'est-à-dire que 
le point de rebroussement d'une des courbes sections hyperplanes par o, est de 
première espèce,! ou, en d'autres termes, que la droite o a un contact de second 
ordre avec la surface ®. 

! Voir p. e. Arrxrr et Goursar, Théorie des fonctions algébriques Paris, Gauthier Vil- 
lars, 1895) no 88 
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En effet considérons deux courbes D arbitraires ayant un point triple en 
(ii); comme ces courbes se coupent, hors de (11'), en 9 points, deux courbes I’ 


byte : Q Ä 
arbitraires passant par la droite o se coupent, hors de O, en = — 3 points. 


Pour achever l’analyse du point double O, il faut encore remarquer que, en 
disant H, le point de F infiniment voisin à (Ir) et commun aux courbes unies 
12!, r3, la correspondance 7 vient déterminer dans le domaine de Z, une homo- 
graphie identique, de sorte que Z, résulte une coincidence parfaite de la trans- 
formation T. En effet une des branches d'une courbe D ayant en (11) un point 
double, contient trois points unis successifs de la transformation T': deux de ces 
points — c'est-à-dire (11') et /, — restent fixes au varier de D; tandis que le 
troisième décrit le domaine de Z,. On peut répéter les mêmes remarques pour 
le point E, infiniment voisin à (11') et commun aux courbes 1'2, 1'3. 

De tout ce qui précède on tire qu'aux points »de €» infiniment voisins à O 
sur les deux plans tangents à la surface, répondent respectivement les points de 
F appartenant aux domaines de Z, et de Æ,, tandis qu'aux points de ® infini- 
ment voisins au point simple O, successif à O suivant la direction o, répondent 
des ternes de points appartenant au domaine de (ır').» 

Les propriétés de la correspondance [r, 3] entre et F résultent ainsi dé- 
finies d'une facon compléte. 

Comme sur F les courbes unies 12', 13! passent par Z,, tandis qu'elles n'ont 
pas d'autres points communs successifs à Z,, il s'ensuit que les coniques r2, 13! 
issues par O, touchent un méme plan tangent suivant deux directions distinctes 
entre elles et de la direction o. 

Analoguement les coniques 1!2, 1 5 touchent l'autre plan tangent. 

Désignons les neuf points doubles et les neuf coniques de par les mémes 
symboles qui représentent les points et les courbes correspondants de la surface 
F et appelons conjugués deux éléments de la cfg. considérée sur ®, lorsqu'ils 
sont les images de deux éléments conjugués de la efg. de F (n. 73); on pourra 
énoncer le théoréme suivant: 

Toute surface hyperelliptique de rang 3 et du type Il, peut être transformée bi- 
rationnellement en une surface ®,, d'ordre 6, appartenant à l’espace à quatre dimen- 
sions. Les sections hyperplanes de cette surface sont des courbes canoniques de genre 4. 
Il y a neuf points doubles biplanaires ordinaires et neuf coniques, qui forment une 


configuration jouissant des propriétés suivantes : 
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Par wn point passent quatre co- Une conique renferme quatre points. 
niques. ; 

Deux points appartiennent à une Deux coniques se coupent suivant 
ow deux coniques. un ou deux points. 

Dans le premier cas les 2 points Dans le premier cas les 2 coniques 
s'appellent conjugués. s'appellent conjuguées. 


On peut représenter respectivement les neuf points et les neuf coniques avec les 
symboles (ca). et wa’, .. (OW a, (00, 1 E54 2, 35222 31) derfaconsque: 


1) Les points appartenant à la conique aa’, soient 
(a 8"), (« y), (a! B), (e y). 


2) Les coniques passant par (cc) soient 


3) Les points conjugués à (c a!) soient 


(e 8), (a), (« B), (« 7). 
4) Les coniques conjuguées à « « soient 


I I 
ap, ay 


IE. IA 
Y; &@ Pp, « /- 


Les coniques «ap, c7 passant par (au), touchent un méme plan tangent à (D 
en (c «!), tandis que les coniques « 3, a y touchent l'autre plan tangent en (c «). 

Toute conique «a! de la cfg. appartient à un hyperplan ayant un contact d'ordre 
2 avec (D suivant la conique c «. 

Remarquons enfin que les 4 points doubles de D appartenant à une méme 
conique, ont sur celle-ci un rapport anharmonique qui ne dépend pas de la conique 
considérée et qui est Vinvariant de la courbe de genre 2 associée à D (courbe repré- 


sentée sur la conique triple ayant 4 points de diramation dans les points indiqués). 


74. Les genres de la surface ®,. En nous rapportant à la surface ®, qui 
fournit le modèle des surfaces hyperelliptiques du type II, il est aisé de recon- 


naître à postériori que ces surfaces ont les genres 
Da — pg — 1. 


Remarquons d'abord que la surface ®, est l'intersection d'une variété qua- 
drique et d'une variété cubique de S,; c'est là une conséquence de ce que 


toute section hyperplane de genre 4 de ®, est l'intersection de deux surfaces 
D 6 
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d'ordre 2, 3.1 Or la surface intersection de deux variétés d'ordre 2, 3 en S, a 
en général les genres p, = p, — 1;? mais comme notre surface ®, n'a pas des points 
singuliers abaissant le genre numérique, on en conclut que le genre numérique 
de ®, sera aussi 


Il s'ensuit que 


Pg — 1; 


ce qui d'ailleurs se reconnait aussi d-rectement en montrant que le système 
linéaire | 7| est adjoint à lui méme. 


78. La surface hyperelliptique ®, caractérisée par la configuration de ses points 
et hyperplans singuliers. Nous venons de reconnaitre que toute surface hyper- 
elliptique du type II peut être ramenée par une transformation birationnelle à 
une surface ®, d'ordre 6 et de genres ı en S,, qui possède 9 points biplanaires 
et o hyperplans ayant un contact d'ordre 2 suivant des coniques; ces points et 
hyperplans singuliers forment une configuration que nous avons définie au n. 76. 

Donnons-nous maintenant une surface ®, d'ordre 6 et de genres p, = pg = I, 
en S,, et supposons que cette surface possède une configuration de 9 points et 
de o9 hyperplans singuliers satisfaisant aux conditions établies; il s'agit de recon- 
naitre si ®, est une surface hyperelliptique de rang 3. 

A cet effet nous procéderons par la méme méthode que nous avons em- 
ployé au n. 49. 

Nous tácherons de construire une surface hyperelliptique de rang r, P, qui 
soit représentée sur la surface D, comptée trois fois; on obtiendra une telle sur- 
face F en opérant sur les points de ®, par l'extraction d'une racine cubique 
portant sur une fonction rationnelle de ces points. 

Soient f,(z,,...,2;) — 0, f (%,,...,%;) = o, les équations homogènes (d'ordre 
2, 3) qui représentent la surface ®, dans l'espace 5S, (x). 

Considérons une forme cubique q(a3,,...,x,) et construisons en S, la surface 
F qui est représentée par les équations suivantes: 


| : LIT V 
Yı = X... — XY, Yo — " Q. 
lh —o fo. 
Nous voulons démontrer que, par un choix convenable de q, la surface F 
qui se trouve représentée sur la ®, comptée 3 fois, aura les genres 


! Cfr. Enriques »Ricerche...» (1 c. V, 5). 
ZI C7 IS 16! 
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Pa=— 1,0 Pix, 


et sera donc une surface hyperelliptique de rang 1 (et méme en ce cas une sur- 
face de Jacobi). 

Faisons d’abord les remarques générales suivantes. 

Si l'on prend q d'une façon arbitraire, on obtient une surface F qui est re- 
présentée sur @, comptée 3 fois et l'on a sur cette dernière surface une courbe 
de diramation découpée par 

q-—o0. 

Cependant : 

1) Si de cette courbe fait partie une composante comptée 3 fois, celle-ci 
n'est pas lieu de points de diramation, mais seulement de points critiques appa- 
rents de la surface triple. Pourtant il faudra retrancher de la section de = o 
toute composante qui soit comptée 35s fois; et on pourra compter comme simple 
toute composante qui figure 35 + r ou 35 + 2 fois dans la méme courbe. 

2) Si y — 0 passe par un point double (biplanaire) O de ®,, on aura que 
le domaine de ®,, sur chaque nappe de la surface, pourra constituer ou non 
une courbe de diramation infiniment petite; c'est le premier cas qui a lieu 
si toute branche linéaire de courbe appartenant à cette nappe a £— 3s + 1 ou 
3s+2 intersections avec (-— 0; au contraire on tombe dans le deuxième cas 
Sieb RS 

3) La surface F ne saurait être réductible s'il y a sur ®, des points de di- 
ramation. 

Ceci posé on peut choisir trois hyperplans tangents à ®, suivant des coni- 
ques, de facon que ces coniques se coupent deux à deux en trois couples de 
points doubles appartenant à un méme triangle, et qu'elles renferment dans leur 
ensemble tous les 9 points doubles de ®,. Il suffit de considérer trois hyperplans 
qui dans notre symbolisme sont représentés par 


! al SA! 
aa, «p, ay. 


On peut supposer que les équations de ces hyperplans soient respectivement 


4,70, %=0, %—O0. 
Posons 


P=, 2495, 


et considérons la surface F qui est représentée par 


Th Sey oe, Seay LE ees Wille eo) e 
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On voit d'abord que. n'existant pas des courbes de diramation propres sur 
@,, aux sections hyperplanes de ®, correspondent sur F des courbes se coupant 
en des groupes canoniques, et par conséquent les genres géométriques de F 
sont égaux à 1: 


Nr, qu e x. 


En outre les courbes de diramation infiniment petites de ®, donnent lieu 
sur F, ou sur une transformée de celle-ci, à des courbes exceptionnelles qui se 
partagent en g couples de courbes se coupant en un point; pourtant chaque couple 
se ramène à un point simple sur une surface de la classe convenablement choisie. 

Il s’agit de prouver que le genre numérique de F est 


Da — tc 


A cet effet il faut montrer que Jes domaines des points doubles (bipla- 
naires) de @,, comptent tous comme des courbes de diramation infiniment petites 
de la surface triple. 

Il y a deux sortes de points doubles de ®,; des points tels que (« 3’), (« «), 








(« 7) appartenant à deux parmi les hyperplans x, — 0, x, — 0, x, — 0; et des points 
appartenant à un seul parmi ces hyperplans. 

Considérons d'abord le point (« f). 

Les hyperplans associés « a! et « 9' qui renferment ce point, ont commun le 
plan tangent à une nappe de la surface. Or une section hyperplane de celle-ci 
aura en (cj) un point double; et la tangente à une de deux branches étant une 
droite double pour = 0, cette branche aura 4 intersections avec =o, tandis 
que lautre branche en aura 2. 1l s'ensuit que le domaine du point double sur 
chacune des deux nappes de la surface, compte comme une courbe de diramation 
infiniment petite. 

Il en est de méme pour un point, tel que («' 9), appartenant à un seul hy- 
perplan parmi ceux qui composent y. En effet en' ce cas le plan tangent à une 
des deux nappes appartient simplement à y; ainsi done en considérant une sec- 
tion hyperplane par le point double, on trouve qu'une branche a 2 intersections, 
et l'autre une intersection avec 7. 

Ceci posé on peut évaluer l'invariant de Zeuthen-Segre / de F. 

Considérons un faisceau de sections hyperplanes C de 4»; à celles-ci cor- 
respondent sur F des courbes K de genre ;r — 10, ayant n — 18 points-base. 

En désignant par ó le nombre des courbes AK douées d'un point double, 


on aura 


] —ó—n-—4nz —0— 58; 
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et d'ailleurs, puisque le genre linéaire de F est p? — 7, 


I — 12 Pa — p + 9 — 12 pa + 85 
pourtant 
à — 66 + I2 Da. 
Il s'agit d'évaluer à. 


On aura 
à — 30 +94, 


en désignant par 0’ le nombre des courbes C qui ont un point double hors des 
points biplanaires de la surface, et en supposant qu'en un point simple de F (ou 
d'une transformée) correspondant à un point biplanaire de 4, il y ait un point 
multiple pour une courbe A, équivalent à A points doubles. 

Mais en caleulant l'invariant de Zeuthen-Segre de ®, on trouve 


l'=4—6—4.4=20, 
ou 
A = 42 
désigne le nombre des C qui sont douées d'un point double. En ce nombre 4 
figurent les g points biplanaires de la surface, chacun à compter 3 fois d’après 
l'abaissement qu'il produit sur la classe de la surface; ainsi done 


4 — 42-0 + 3.9, 


Il s'ensuit 


3.15 + 9 — 66 -- 12 pa, 9h — 12 pa + 21, 


d’où (— 1 € ps € 1) 


A=I, Pa—— 1; 
par conséquent le genre numérique de F est 
De 1 TOO ESD: 


En conclusion on pourra énoncer le théorème suivant: 

La surface hyperelliptique D, d'ordre 6 et de genres Pa — pg — +, est caracterisée, 
parmi les surfaces du même ordre et du même genre de S,, par la configuration de 
ses g points doubles et de ses 9 hyperplans singuliers. 

Etant données les équations algébriques de la surface, la méthode précé- 
dente nous apprend aussi à représenter les coordonnées de ses points par des fonc- 
tions hyperelliptiques de deux paramètres u, v; ces paramètres s'introduisent en 
construisant les deux intégrales simples de première espèce attachée à la surface 


F définie ci-dessus. 
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Dans la suite nous aurons lieu d'étudier en détail cette représentation pa- 
ramétrique. 

Remarque. Il y a lieu de remarquer que l'énoncé du théorème précedent 
renferme des conditions surabondantes. 

En effet la condition de posséder 9 points biplanaires entraîne 18 équations 
auxquelles on doit satisfaire par les 19 modules appartenant à une surface d'or- 
dre 6 et de genre r (intersection d'une variété cubique et d'une quadrique) en 
S,. Cette remarque nous fait comprendre que: la surface hyperelliptique ®,, dé- 
pendant d'un module, résulte déjà caractérisée par la condition de posséder 9 points 


doubles biplanaires. 


79. La configuration caractéristique de D, rattachée à une configuration connue : 
équations algébriques de ®,. Pour étudier de plus près la configuration caracté- 
ristique de ®,, il convient de la rattacher à une configuration connue, considérée 
par MM. SEGRE! et CasrELNUOVO,? c'est-à-dire à la configuration qui est formée 
par les g points doubles d'un faisceau de variétés cubiques et par les 9 plans appar- 
tenant à ces variétés. 

D'après MM. SEGRE et CASTELNUOVO, il y a en 5, ©*! groupes de 9 points 
G,, qui sont doubles pour une variété cubique; il y a toujours un faisceau de 
variétés analogues possédant les mêmes points doubles de G, et renfermant 9 
plans; G, ne renferme pas des modules. 

Nous allons montrer que: Toute variété cubique passant doublement par les 
o points d'un G,, renferme deux surfaces hyperelliptiques ®, ayant comme points bi- 
planaires les points du méme Gy. 

Toute 4, ainsi définie dépend d'un module qui est simplement lié au para- 
métre dont dépendent les variétés du faisceau considéré; pourtant toute surface 
hyperelliptique X, du type II peut être obtenue par la construction indiquée, 
c'est-à-dire que: 

Les 9 points biplanaires d'une surface PB (0, , sont les points doubles 
de 1 variétés cubiques formant un faisceau. 

Considérons les 9 points d'un G,. D’après M. CasrELNvOvo (I. c. 15, pg. 
24) on pourra les D en très simplement en ajoutant aux coordonnées 
x 


x, des points de 5,, la coordonnée auxiliaire x,, où 


eee 
Li + Lo + X. + Ma + Xd Xs 0. 
On a un faisceau de variétés eubiques 


! (. Seer »Sulle varietà eubiche dello spazio a 4 dimensioni...» Memorie Accad. Torino! 
s, II, t. 39 (1888). 


? (5. Casrerxuovo »Sulle congruenze del 39 ordine dello spazio a 4 dimensioni». II, Me 
moria Atti Istituto Veneto t. VI, 8. 6 (1885 
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(x) X, X, X4 + AX, 25 3, — 0, 
qui ont les g points doubles 


oo roro) Mio oo To) (rororo or — 1) 
(Our 0 — 700) (06. O10) — >70) (0ro000 —r) 


(0.027 100) .. (0 045.05 17.0), (OO ET. 0,051) 


que nous désignerons respectivement par 1) 2) 3) 4) 5) 6) 7) 8) 9). 
Les 9 points, formant un groupe G,, se trouvent quatre à quatre sur 9 plans 
tels que 


a a (ant 


et ces plans appartiennent aux mêmes variétés cubiques de notre faisceau. 

Entre les 9 points doubles et les 9 plans-base des (1), il y a les mêmes re- 
lations qui passent entre les points doubles d'une surface ®, et les plans de ses 
coniques. 

Or parmi les variétés du faisceau (1) il y en a une douée de ro points dou- 
bles, le dixième point tombant en P —(r 1 1—1-—-1-—-I). 

Considérons ce point P, covariant du groupe @,, et formons la quadrique 


polaire de P par rapport à la variété 


" ^ lm ^ nn I 
U, Lo FAUL — O 


on trouvera 
(2) Lo La + Le X, + 2,95 + A (5 Le + V, + Las) = 0. 
Cette quadrique coupe le plan 


UELUT — 0 
suivant la conique 


Li 9, + l'E Ty — 0 


qui renferme les quatre points 5) 6) 8) 9). 
Il est aisé d’évaluer le rapport anharmonique que ces quatre points forment 


sur la conique; il suffit de les projeter par le point 8) suivant les droites 


En prenant les points dans l’ordre 5) 6) 9) 8), on obtient le rapport anhar- 
monique — 4. 
Cette valeur ne dépend pas des indices des x; par conséquent la quadrique 


Acta mathematica, 33. Imprimé le 23 décembre 1909. 415 
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(2) coupe les o plans-base du faisceau (r) suivant des coniques qui renferment 
quatre points 1)... 0), ayant sur la conique respective le même rapport anhar- 
monique. 

On obtient ainsi une configuration de 9 points et de g coniques satisfaisant 
aux mémes conditions que la configuration caracteristique d’une surface hyper- 
elliptique @,. 

Nous allons reconnaître qu'il y a toujours dans le faisceau (1) une variété 
coupant la quadrique (2) suivant une surface ®, qui renferme les g coniques et 
qui a 9 points biplanaires en r)..... 9). 

A cet effet, étant donnée la quadrique (2), táchons de déterminer une 
variété (1) de facon qu'un des points 1).... 9), p. ex. le point 1), soit un point 
biplanaire pour la surface intersection de (1), (2). 

Remarquons que le cône tangent à (r) en (r, 0, 0, — 1, 0, 0) est 


(3) vt, — N, 0% 
d'autre côté l'hyperplan tangent à (2) est 
(4) % + Ts — À (x; + %) — 0- 


Il faut exprimer que l'hyperplan (4) est tangent à la quadrique (3). 
En éliminant x, entre (3), (4), on obtient la quadrique 


„2 een "ll zo 5 Jl ro dome 
Li — À X4 X5 ALU + A XS Le —0; 


et en annullant le diseriminant de cette quadrique, on trouve la condition de 


contact de (1), (2) sous la forme suivante: 


2 —4À ——4 
— A 0 AMOR 
Lp À Oo 


Cette équation peut être divisée par 4(4 — o correspond à une variété (1) 


réductible à trois hyperplans), et l'on obtient 


Cette condition ne depend pas du point r) que nous avons choisi parmi les 
9 points de notre G,. Par conséquent elle exprime que les variétés (r), (2), cor- 
respondantes aux paramètres 2°, 7 se coupent suivant une surface (D, qui a 9 points 


biplanaires en les points de @,. 
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Ainsi done ®, sera notre surface hyperelliptique du type II, et on obtiendra 
même la surface la plus générale de cette famille dépendant d’un module arbi- 
traire. Par suite la surface hyperelliptique D, pourra être représentée très simple- 


ment par les équations suivantes 


Lila L, FALL, — 0 
(5) E D Ga Gi By By HAT 4 s b097 1125; 10) 


YQ Lo À Ms À Li + + Lg — 0. 


SO. Homographies qui ramènent en elle-même la surface ®,. La surface ®, 
admet un groupe remarquable de transformations homographiques en elle-même. 
Nous nous proposons d'étudier ce groupe et en particulier d'établir quelques pro 
priétés qui nous seront utiles dans la suite, pour l'analyse du type IV. 

Rappelons-nous que sur la surface de Jacobi P, les transformations de 1 
et de 2% espèce qui raménent en lui-même le groupe des coïncidences d'une 
transformation quelconque T, ramènent aussi en elle-même cette transformation 
(n. 62). 

En particulier, dans notre cas, les transformations de r'* et de 21° espèce 
qui changent en lui-méme le groupe des 9 points unis de la transformation cy- 
clique de 3"* ordre 7’, changent aussi en elle-même Vinvolution 7, engendrée par 
T', et par suite elles donnent naissance à des transformations birationnelles entre 
les points de la surface ®, image de J,. 

On aura ainsi sur F exactement neuf transformations de 1 espèce et neuf 
transformations de 2% espèce, parmi ces dernières étant comprise la transforma- 
tion identique. 

Comme les 18 transformations indiquées laissent invariant le système X des 
courbes C', elles laisseront invariant aussi le système linéaire | D| renfermant les 
courbes C + OC! + €": par conséquent les transformations homologues qu'on ob- 
tient entre les points de ® laissent invariant le systeme | 7'|, c'est-à-dire qu'elles 
sont des homographies de l'espace S,. 

En ayant égard aux propriétés des 18 transformations de 1'* et de 2% espèce 
qui changent en elle-méme l'involution /,, on arrive tout de suite au théoréme 
suivant: 

La surface D est transformée en elle-même par les homographies d'un groupe 
G,, d'ordre 18, renfermant 9 involutions, et 8 transformations cycliques d'ordre 3 qui, 
avec l'identité, forment un sous-groupe G,. 

Le produit de deux homographies involutoires est une homographie de G,, tan- 
dis que le produit d'une involution par une homographie de G,, est encore une in- 


volution. 
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Le groupe des neuf points doubles et le groupe des neuf coniques apparte- 
nant à d sont ramenés évidemment en eux-mêmes par toute homographie du 
groupe (5. 

Nous voulons préciser quelles sont les permutations produites par ces homo- 
graphies entre les points doubles et les coniques. Nous considérerons en parti- 
culier les permutations produites par une homographie involutoire du groupe 
G,,, car cela nous sera utile pour l'examen du type IV. 

Il suffit de voir comment sont permutés les points et les courbes de coinci- 
dences de la transformation 7 existant sur F, par une des 9 transformations de 
I'* espèce qui changent 7 en elle-même. 

Soit K la transformation de 1i'* espèce envisagée. Elle est définie par la 
condition qu'un des r6 points unis de K coincide avec un des 9 points unis de T. 

Désignons ce point uni commun, par le symbole (c «'); et observons que les 
courbes « J', «7! étant tangentes en (««'), sont correspondantes par rapport à K. 
De méme K transforme la courbe «' 9 en a! y. 

Il s'ensuit qu'au point (759) commun aux courbes « jj, «' 9 hors de (««), 
correspond le point (77) commun aux courbes «y', «y, hors de (««); au point 
(« jJ) conjugué de (««') par rapport à la g; de la courbe c 7’, correspond le point 
(«y) conjugué de (««) par rapport à la g! de « '; au point (77) commun aux 
courbes «y', « g, correspond le point (y 2") commun aux courbes « j', «y; ete. 
On trouve ainsi que K transforme les points 


(aa'), (BP). (a B'), (a B), (By) 
en les points 
(ea), (y y), (ay), (a' y), (8' y); 
et les courbes 
ao, Bor, GEL ND eg 
en les courbes 
aa, yy, ay, ay, Biy. 

Done: 

Chacun des points doubles de D est uni par rapport à une involution de G,,. 
Cette involution fait correspondre deux à deux les autres points doubles. Elle laisse 
invariant la conique de D qui est conjuguée au point uni et fait correspondre deux à 
deux les 8 coniques restant. 

Dans la suite il nous faudra aussi connaître le nombre des points de coïn- 
cidence d'une des involutions qui transforment en elle-même la surface €». Cela 
revient à chercher le nombre des groupes de linvolution /, de F, qui sont in- 


variant par rapport à la transformation de r'* espèce K. 
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Nous avons déjà établi qu'entre les neuf groupes de 7, formés par des points 
coincidants, il y en a wn qui reste invariant par rapport à K: c'est le groupe 
formé par le point uni (« a!) compté trois fois. 

Cherchons maintenant s'il peut exister des groupes invariants formés par 
trois points distincts. 

Comme K est une transformation cyclique de 2** ordre, entre les trois points 
d'un groupe invariant, on trouvera nécessairement une coincidence de K, et par 
suite les deux points restant seront aussi unis par rapport à K, car la transfor- 
mation 7', étant permutable avec AK, doit ramener en lui-même le groupe des 16 
points unis de K. 

Les 15 points unis distincts du point (««') — qui ne sont pas unis par rap- 
port à T, se distribuent ainsi en cinq groupes invariants de /,. 

On en conclut que sur la surface ® l'homographie w, image de la transfor- 
mation K, laisse invariants six points de ®: le point double (««') et cinq points 
simples de la surface. 

Mais un examen plus approfondi nous montre qu'au point de vue des trans- 
formations birationnelles, le point double (««') est équivalent à trois coinciden- 
ces, c'est-à-dire que sur une surface dépourvue de points multiples et de courbes 
exceptionnelles, qui soit birationnellement identique a ®, la transformation cor- 
respondante à w possède huit coincidences distinctes. 

A cet effet il s'agit de prouver qu'entre les points de ® infiniment voisins 
au point (cc), il y en a trois qui sont unis par rapport à o. 

Remarquons d'abord que la droite d commune aux plans tangents à @ en 
(cc) doit être unie, et par suite que le point successif à (« «') suivant la direc- 
tion de cette droite, est aussi uni. 

Comme l’homographie w change la conique « ÿ' en la conique « 7’ qui touche 
le même plan tangent x, elle changera en lui-même ce plan tangent, et entre les 
droites tangentes issues par le point (««') sur le plan ww, elle engendrera une in- 
volution non identique, un couple de cette involution étant donné par les droites 
distinctes r, s tangentes aux coniques « 9', «y'. Les deux droites unies de cette 
involution sont: la droite d et la droite d' conjuguée harmonique à d par rap- 
port à r, s. 

On trouve analoguement que l'homographie w a une autre droite unie d", 
sur l'autre plan tangent à D en (« «'). 

On a ainsi en correspondance aux droites d, d', d", trois points simples, suc- 


cessifs à (« «'), qui sont unis par rapport à w. C. Q. F. D. 


SI. Représentation analytique de la transformation T. Nous voulons achever 


ce Ch. en étudiant de plus prés la représentation paramétrique de la surface ®. 
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Commençons par représenter analytiquement la transformation 7 d'ordre 3, 
qui donne naissance à cette surface. 

Rapportons-nous done à la surface de Jacobi P, que 7 transforme en elle- 
méme, et táchons d'écrire la substitution linéaire produite par 7' sur les mtégra- 
les normales u, v. 


Ainsi que nous l'avons rappelé au n. 66, les périodes normales de w, v sont: ! 


Soit 





ul =huU +uv 

v! — Mu wv 

la substitution linéaire représentant T'; il s'agit de calculer les constantes 4, u. 4, u. 
Ces constantes s'expriment au moyen des périodes g, h, g' par les relations (1) 

du n. 45, et les quatre équations fondamentales (A), (B), (C), (D) auxquelles con- 


I 


duit l'élimination de A, u, 4, u' entre ces relations, doivent actuellement se ré- 


duire aux relations singuliéres (de Humbert) 


I 
— I _— oe 
Des 2 99 12 
c'est-à-dire a 


2h—1=—0, 1299'+1=0. 
En exprimant que les équations (A), (B), (C), (D) deviennent des identités 


I I : 3 : 
pour 4 —-, gg'— — > on obtient entre les 16 entiers a;, b;, c;, d; les relations 
> £ 


ao, = b, — — b, [o d, TOI 0% 
3 (Co + d,) = — (a, + bi) — 2 (a, — d.) = A (b, = Ge 
Ces relations, comparées aux (1) du n. 59, (caractérisant les transformations 


de Hermite d'ordre 1), permettent de calculer les valeurs des entiers aj, bi, ci, di. 


On trouve ainsi: 


Ao I @4,=0 4,— —3 4,= o 
b, o b, = I b, = o b, =—3 
Co I €, 0 © 2 Cs O 
d, o d, I d, = o di, 2h 


! Borza » American Journal» 1888. 
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ou bien: 
Dig 2h Gi RON GES GE 0 
DE Oo Dr — 2 b, =0 b, = 3 
6; RCM — QC Ip Ca — (0 
do = o d, - 1 d, D) d, T 
On en tire 
Pa autel 
wu — b, b,g + b,h——3g 
=a, +a;h+a,g = —39 
ul — b, AF b,h IE bg — —, 
ou bien 
à——-,u-—3g, l —3g, u——7, 


et par suite on a les substitutions linéaires périodiques d'ordre 5 





; I 
ecd ie SG KU 
er I 
= 3gu— 3%, 
l^ - WEL Sv 
! ! I 
y —39g w—-*, 
2 


qui sont l'une inverse de l'autre, ou l'une le carré de l'autre. 

On remarquera que le déterminant : 9gg de ces substitutions, est égal à 
l'unité. On pourra désigner par 7 la première parmi les substitutions que nous 
avons écrites; alors 7? désignera la seconde. 

Nous avons déjà démontré que la substitution 7" a neuf points de coinci- 
dence (n. 73); nous pouvons maintenant retrouver ce résultat en calculant aussi 
les valeurs des intégrales u, v aux points de coincidence. 


Soit (w, v) un point uni de 7: on aura 


u U— 39% 


, = > I, - T 
] 3gu—-v, 
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les congruences ayant lieu par rapport aux périodes. On en tire 


E fee uh 
USA E 
Vu io 

2 MARS 


9,, 9, étant un couple de périodes simultanées de w, v. De là on déduit 


Ji, v 


I * € 
4 —-.—9 D 


D 


2; Eg 9, ; 


NIH 


qui donnent seulement neuf couples incongrus par rapport aux périodes, c'est-à- 


dire les couples 





On obtient le premier couple pour 9, — 9, — o, le second pour 9, — 9g, 9, —., 
2 
le troisième pour 3, = 2g, 9, = r, etc. 
82. Equations des courbes C de N qui sont invariant par rapport à T. Con- 
sidérons la fonction théta normale à caractéristique nulle, d'ordre r, définies par 


les conditions fonctionnelles 


I(utg,v +h) — e ?vt20) 9 (u, v) 


9 (wu + h, v gl) - e—8 9*2 9 (u, v) 


— 
to 
— 


eas +1, v) = Ju, v + 1) = 9 (u,0v) 


où les périodes appartiennent au tableau de Borza (n. Sr). Comme il est bien 
connu, ces conditions déterminent wne seule fonction, à un facteur constant prés 
(n. 28). 

La substitution hermitienne 7 change toute courbe C en une courbe C, 
c'est-à-dire toute fonction théta de premier ordre en une fonction analogue: il 
s'agit de trouver, en particulier, la fonction théta correspondante à la D normale 
envisagée. 

On voit tout de suite que la fonction 


qi (u,v I 390, — 3g U—~ v| e3ni Gg? + mvt sg) 
> IL Je 
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satisfait elle-même aux conditions fonctionnelles (2). On aura par conséquent 
Pp (u,v) = c 9 (u, v) 


où c est un facteur constant à calculer. 


Il est aisé de prouver que c —1. En effet étant 4 (o, o) z o!, il vient 


q (0, 0) = 9 (0, 0) — c3 (o, 0) 
diou Lon tire 9 = r. 


On a done la relation 


9 (u!, v) g3ai (3g v+uvt3g'w) — 9 (u, v) ; 
où l'on a posé 


; I 
Ui E MIU) 


I I I 
D 3 Je UV: 
2 


En changeant u en w — «, v en v — c, on obtient 
9 (wu! — Bs 2 B ext [8g (o — BP? + (u — a) (u — 8) c 3g' (u—aY] — 9 (a, — a, v — al)? 


(3, P') étant le point de F qui correspond à (««) par rapport a T. 
Cette relation montre que la transformation T change la courbe 


I(u—a,v—a') =o 
qui est une courbe quelconque C de X, dans la courbe 
9(w—8,v—f)-o 


"i 


(3 3') étant le point homologue de (« « ). 
Il s'ensuit que, si (««') est un point uni de T, l'équation 
I(u—a, v—a') =0 


vient représenter une courbe C invariant par rapport a T. 
On peut donc énoncer que: 


Etant donnée une surface de Jacobi correspondante au tableau 


| I 
re © 49 


2 


g 


H 
uu 
Q 
| 
H 


NS 


! Voir p. e. Humgerr, Journal de Math., 1893, pag. 40. 
' Voir Hermire, Comptes rendus 1855, t. 40, p. 366 


Acta mathematica, 33. Imprimé le 23 décembre 1909 44 
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il y a une transformation hermitienne périodique d'ordre 3 


; I 
ul ——-u—3gv 
2 
(T) 
I I I 
y ——39g'w—-wv 
2 
qui ramène la surface en elle-même; cette transformation possède neuf coincidences 


en les points 


==, V—=—= (a, o! — o, I, 2) 


et laisse invariant neuf courbes C ayant les équations 


où 9 est la fonction théla normale du 1* ordre à caracteristique nulle. 
En poursuivant l'analyse on arrive aussi à démontrer que la courbe 


; | [ra a 
3 |uU— -, V—— 
3 3 


contient les quatre points unis 


f ! 
af « y'-c' B 
ass = , 


CE, 
3591653383. anges £ ous 


où cg y, « D y' sont deux permutations des nombres o, I, 2. 


On retrouve ainsi le symbolisme introduit par une voie différente au n. 73. 


8S3. Représentation paramétrique de la surface ®,. La correspondance [1, 3] 
entre la surface ®, de l'espace à quatre dimensions et la surface de Jacobi F, 
transforme le système linéaire découpé sur ® par les hyperplans, dans le système 
linéaire 


ID|=|C + €' 4 C"| 


9 


C', C" étant les courbes de X correspondantes à une C donnée par rapport à T', T° 


(n. 75). Si 
I(uw—a, v—a') =o 


est l'équation de C, l'équation de C + C' + C" résulte (n. préc.): 


I(u—a, v—o) I(u— B, v—f') 9(u—y, v—y)-—o 
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où l’on a posé: 


| 


I I I ! 
f —-—q«-—3g« y —— «-t-39g« 
2 2 > 


| 
2 I 

p'—-3ga«—-e« y —3g«— 5 a. 
z 


Soient C,, C,, C,, C, C, cinq positions de la courbe C telles que les cinq cour- 


bes D: 
(OB SE Dixie Cs (¢=0; 1, 23 3),4) 


représentées par les équations 


O; (u, v) = 9 (u —«j, v—a':) 9 (u — Pi, v — B's) 9 (wu — yi v — yi 


résultent linéairement indépendantes. Comme toute courbe du système [DT est 
linéairement dépendante des cinq courbes fixées, l'équation d'une courbe D quel- 


conque aura la forme 
A, O, (u,v) + 4,0, (u, v) t----- 4,0, (u, v) — o. 
Dans l'espace S, de ®, prenons comme hyperplans d'équations 
Lo— 0) 00,20. 0 


les cinq hyperplans qui renferment les courbes I répondant aux courbes C; + 
TECH 
On obtient alors les formules 


0 x; = O; (u, v) (loss cera) 


qui donnent la représentation de la surface D, au moyen des paramètres u, v. 


IX. Surfaces hyperelliptiques régulières de rang 4 (type HI). 


St. — Transformations hermitiennes périodiques d'ordre quatre. — Soit ı une 
transformation singulière, cyclique d'ordre 4, appartenant à la courbe de genre 
deux f. La surface de Jacobi F attachée à f, possède une transformation her- 
mitienne T (correspondante à v) appartenant à une série continue o* de trans- 


formations semblables. 
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Des propriétés de r on déduit tout de suite les propriétés de T. Cherchons 
en particulier le nombre des points de coincidence de la transformation T. On 
doit chercher combien y a-t-il de couples de points de f, qui soient changés en 
eux-mêmes par r. Remarquons que r laisse invariant deux points M, N de f, 
qui sont aussi unis par rapport à la g; de f, et que les quatre points unis re- 
stant de la gi, se distribuent en deux couples de points homologues A, 4,, B, B, 
par rapport à la v; on obtient ainsi les couples unis 


2M,2N, M - N, A, t A,; B, + B, 


Partant sur la surface F il y a quatre points de coincidence de la transforma- 
Hon T, car la F, étant toujours supposée dépourvue de courbes exceptionnelles, 
les couples 2 M, 2 N sont représentés par un méme point de F (n. 5). 

Comme la transformation 7? coincide avec la correspondance déterminée par 
la gj; entre les points de f, la transformation 7° de F sera une transformation 
K de la r'* espèce. 

Cette transformation K possède 16 points unis, dont quatre tombent en les 
points unis de 7; les 12 qui restent correspondent aux couples de points de f: 


A,+ M, A,+ M; A,- N, A,- N; B,+M, B,+M 
B,-N, B, +N; A, B,, A,+8B,; A, +B, A, + B,. 


On a ainsi 6 couples de points de F qui forment des cycles d'ordre 2 par 
rapport à T. 

Envisageons maintenant le système X qui contient totalement les courbes 
C de F correspondantes aux séries des couples de f qui renferment un point fixé; 
táchons de déterminer les courbes de Y qui sont invariantes par rapport à T' et 
les liens entre ces courbes et les points unis de la même transformation. ll nous 
sera ici trés utile le symbolisme introduit par M. HUMBERT (n. 46). Désignons 
done par (««') et respectivément par aa’ — où a —1, 2, 3, 4; a’ — 1l, 2', 3!, 4! — 
les points et les courbes invariants par rapport à la transformation de la r'* 
espèce K. Soit (11') un des 4 points unis qui sont aussi invariants par rapport 
à T, et H le système de courbes C issues par (1r). 

La transformation T7 établit entre les éléments (courbes) de la variété H, 
une correspondance singuliére cyclique d'ordre 4, parfaitement analogue à la 
transformation v donnée sur la courbe f. 

Rappelons-nous que les couples de courbes C issues par (ri) et conjuguées 
par rapport à K, forment la gj appartenant à la variété de genre deux H qui a 


pour éléments ces o! C; i] s'ensuit que parmi les six courbes 
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passant par le point envisagé et unies par rapport à K, deux seront aussi unies 
par rapport à T et les quatre restant se partegeront en deux cycles de 2* ordre 
par rapport à cette derniére transformation. 


Soient 12’, 1'2 les courbes unies, et 


! 


135 SANTA 


les deux cycles d'ordre 2. Il s’ensuit que les points (22'), (33°), (44) où se cou- 


ent ces couples de courbes hors du point (ir, sont des points unis par rapport 
: 


à T. On considérera alors la correspondance établie par T' entre les courbes C 
passant par (22'), et on trouvera deux nouveaux cycles de 2* ordre de la trans- 
formation T. Ce raisonnement pouvant être répété pour les autres points unis, 
on arrivera à la conclusion qui est exprimée par le tableau suivant: 


Points 


unis | cycles de 24 ordre 


(11), (22), (33). (44) | (12), (125; (x 


Courbes C 


unies cycles de 21 ordre 
I I ! . OÙ Hal! »* 
I2 an SB 1304 ea, ey C IS458823092995 
On voit de suite que les cycles de 2* ordre formés par les points ou par 


les courbes de notre tableau ne jouent pas un rôle symétrique. 


On a en effet quatre cycles de points, c’est-à-dire les cycles 
(1) (13), (24); (14), (23); (23), (14); (24), ('3) 


qui appartiennent à des courbes unies, tandis que les cycles restant 


I I 5 3 I I 
(2) (12), (12); (34), (3 4); 
; ; , : 
n'appartiennent à aucune courbe unie. Analoguement on a quatre cycles de 
courbes 
= " ! ! A I ! E. ! IE ! ! 
(3) 13, 13; 14, LA, 23,203, 24, 2.4; 


qui passent par des points unis, tandis que les cycles 
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(4) II, 22; 33, 44 


ne jouissent pas de cette propriété. 


Les cycles (1), (3) seront nommés cycles de rang 1, et les cycles (2), (4) cycles 


de rang 2. 
85. — L’involution I, engendrée par la transformation T et la surface ®,, 
d'ordre 8, qui en donne l’image projective. — Considérons l'involution engendrée 


sur la surface de Jacobi F par la transformation 7'; c'est-à-dire l'involution 
dont un groupe quelconque est formé en associant à un point P de F les points 
P', P", P" correspondants à P par rapport à T, T?, T°. 

En suivant la méme marche qu'aux n. 75 on établit tout de suite: 

1) Que l’involution J, possédant un nombre fini dé points de coincidence 
(c’est-à-dire quatre points 4-ples et douze points doubles, donnant six groupes 
de /,), toute surface ® qui représente birationnellement les groupes de /,, est 
régulière. 

2) Que dans la correspondance [r, 4] entre les surfaces 9, F, au système 
linéaire | D| appartenant à Vinvolution J, et renfermant totalement la courbe 
C 4- C! - C" - C" (où C', C", C" sont les transformées de C par rapport à T', T?, T°) 
correspond sur € un système linéaire simple o?|7'|, dépourvu de points-base, 
ayant le genre 5 et le degré 8. 

La variété o? des groupes de J, pourra donc être représentée par une sur- 
face 9, de l'espace S, de facon que le système linéaire complet |/'| soit decoupé 
sur ®, par les hyperplans de 5,. 

Comme sur une surface régulière, telle que ®, tout système linéaire complet 
a la série caractéristique complète, la dimension 7 du système |7'|, c’est-à-dire 
de l'espace renfermant ®,, sera égale à 5 ou à 4 suivant que cette série carac- 
téristique sera la série canonique ou bien une série non-speciale; le premier cas 
aura lieu si le genre de Ja surface p, — 1, le second si p, — o. 


On verra dans la suite que pg; — 1 et par conséquent r — 5. 


86. Relations entre la surface ®, et la surface de Kummer attachée à la 
méme courbe de genre 2. — Genre de la surface ®,. — Pour calculer la valeur du 
genre de ®,, remarquons d'abord que: 

On peut établir une correspondance birationnelle entre les points de la surface 
D, et les couples d'une certaine involution I, appartenant à la surface de Kummer 
W qui est attachée à la courbe de genre deux f. 

En effet les points P, P', P", P" d'un groupe de /, se distribuent en deux 
couples P, P' et P', P" de points homologues par rapport à la transformation 
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de r'* espèce K — T?, de sorte qu'à tout groupe de /, répondent deux groupes 
de linvolution 7, engendrée par K, et réciproquement à tout groupe de /, ré- 
pond un seul groupe de /,. Comme les surfaces ®, i/ dont on parle ci-dessus, 
sont birationnellement identiques aux variétés /,, 7, on aura entre les points de 
ces surfaces une correspondance faisant répondre à un point de ®, deux points 
de v et à un point de v/ un seul point de  C.Q.F.D. 

On dira que la correspondance involutoire qu'on a entre deux points de U 
correspondant à un méme point de ®, est l'image de la correspondance 7' qu'on 
a établi sur la surface F. 

On démontre de plus que l’involution d'ordre 2 que nous avons définie sur la 
surface de Kummer VW, est engendrée par une homographie involutoire qui trans- 
forme en elle-même la surface V, et laisse invariant quatre points doubles de celle-ci. 

Pour établir cette proposition, il faut remarquer d'abord que dans la cor- 
respondance [r,2] entre les points de la surface de Kummer v/ et de la surface 
de Jacobi P, aux sections planes de v/ répondent les courbes d'un système li- 
néaire |G| renfermant totalement la courbe C + C" ainsi que la C' + C". 

Comme la transformation T change la courbe C + C" en C" + C", la cor- 
respondance involutoire, w, image de T, changera la section plane de U répon- 
dant à C + C", dans la section répondant à C' + C", et par suite elle changera en 
lui-même le système (complet) des sections planes de v. On en conclut que c 
est une homographie (involutoire). 

Les points de w qui sont unis par rapport à w répondent aux groupes de 
l'involution /,, engendrée par X, qui demeurent invariant par rapport à T. En 
se rappelant que AK — 77, on voit tout de suite que les seuls groupes de K qui 
restent invariant par rapport à T, sont formés par les points unis (rr), (22°), 
(33), (44), dont chacun doit être compté deux fois. 

Comme à ces groupes de points coincidant répondent quatre des 16 points 
doubles de la surface Ww on arrive ainsi à la conclusion énoncée. 

Ceci posé, remarquons que lhomographie w (par laquelle vient définie 7, 
sur W) ne saurait être une homologie, car autrement on aurait sur # une courbe 
de points de coincidences; pourtant w sera une homographie harmonique à deux 
axes, et ces axes seront les deux cótés opposés du quadrilatére gauche formé par 
les quatre points unis nommés ci-dessus. 

Or d'aprés le lemme que nous avons établi au n. 38 on pourra calculer le 
genre (p,— p;) de ® en déterminant s'il y a, ou s'il ny a pas, des points de 


coincidence de-l'involution /, sur YW; on aura 


Da — pg — I 
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dans la première hypothèse, tandis que la seconde hypothèse amenerait à 


Pa = pg — 0: 


On dirait au premier abord: qu'il existe sur YW quatre coincidences de J, 
tombant dans les quatre points doubles qui se trouvent sur les deux axes de w. 

Mais il ne faut pas oublier qu'au point de vue des transformations bira- 
tionnelles, un point double conique doit être considéré comme une courbe ra- 
tionnelle (de degré — 2), de sorte que les points de cette courbe qu'on aurait 
sur une transformée convenable de la surface, répondent aux points appartenant 
au domaine du point double, ou, si l'on veut, aux génératrices du cóne tangent. 

On aura done à chercher le nombre des génératrices des quatre cónes tan- 
gents, qui restent invariant par rapport à w. Soit M un point double uni et n 
l'axe de l’homographie w qui ne renferme pas M; on voit que les deux droites 
tangentes en M à la surface WU et appuyées à l'axe », sont les seules généra- 
trices du cône tangent, qui restent invariant par rapport à w. L’involution 7, 
engendrée par w sur W possède done 4.2 — 8 coincidences, et par suite la surface 
D, a le genre Pa — pg — 1. 

On en déduit que la surface normale ®,, d'ordre 8, appartient à un espace 


à cing dimensions (n. 92). 


87. — Remarque. — Dans le raisonnement qui précède, le lemme du n. 38 
nous conduit à la conclusion que le genre de ® est >o, et par conséquent — 1, 
aussitôt que lon a reconnu qu'il y a zo points de coincidence de J,. Il est 
intéressant de remarquer qu'on peut caleuler directement le genre numérique 
pa(— pg) de ® en fonction du nombre x, d’après le procédé suivant. 

Considérons en général une surface //de genre numérique P,, renfermant 
une involution J,; soit x le nombre des points de coïncidence de J, (nombre 
qu'on suppose fini, 7 o) et soit p, le genre numérique de cette involution, ou 
d'une surface qui en fournit une image. 

Remarquons d'abord que les coincidences de /, sont nécessairement par- 
faites, c'est-à-dire que dans le domaine de tout point uni on a une homographie 
identique. 

Supposons en effet que dans le domaine du point uni U on ait une involu- 
tion possédant deux coincidences, et désignons par | A| un système linéaire quel- 
conque tracé sur Wet par |.4'| le système transformé de | 4| par rapport à J,. 
Soit | 2| le système linéaire appartenant à Vinvolution I,, et renfermant les cour- 
bes réductibles A+ 4'. Une courbe 5 quelconque que l'on oblige à passer par 


U, passera nécessairement par ce point avec deux branches tangentes à deux 
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directions distinctes; et celles-ci seront conjuguées par rapport a l’involution qui 
résulte définie dans le domaine de U. On en déduit que Vinvolution d’ordre 2 
appartenant à la courbe considérée B, n'aura pas des coincidences, car à un point 
qui se meut sur B s'approchant à U sur l'une des deux branches de la courbe, 
correspond en J, un point qui se meut sur l'autre branche. Or on a sur B une 
involution 7; (formée par les couples de /,) dont on pourra désigner le genre 
par o; en désignant par o' le genre (effectif) de B on a la formule bien connue 


de M. ZEUTHEN 
I DEED] L 
4(o—1)=2(e'— 1) d'ou o —20-—r. 


Comme la B que nous avons considérée possède un point double en U, le 
genre effectif d'une B arbitraire ne passant pas par U sera o'--1— 29. Mais 
c'est là une conclusion absurde, car cette 5 renferme aussi une involution sans 
coincidences, formée par les couples de /,, et en appliquant à celle-ci la formule 
de Zeuthen, on trouve que le genre de la courbe est un nombre impair. 

Ceci posé considérons la correspondance [1 2] entre les surfaces ®, i (D étant 
une image de Z,). On déduit aisément de ce qui précède, qu'aux points unis de 
I, répondent sur ® des courbes rationnelles de degré — 2. On a alors tous les 
éléments pour écrire la relation, que M. Sevzrı1 a établie, entre les genres arith- 
métiques de deux surfaces en correspondance algébrique; cette relation sera 


TT up — 8 Pa 4r 4. 


Dans le cas particulier qui nous interesse ici, on a P,--r; la formule pré- 


cédente nous donne alors 
Pa= 1, X$—8 


ou bien 


Pa—=0, TX —0 


(le cas x <o, qui repondrait à une involution 7, douée d'une infinité de coïnci- 
dences, est ici écarté à priori). 

Par cette remarque se trouve établi le théorème suivant qui renferme celui 
que nous avons établi au n. 38. 

Soit I, une involution d'ordre 2, appartenant a une surface de genre numérique 


1, et possédant un nombre fini x(> 0) de coincidences; le genre numérique de I, est 


Da — O0 OU’ Pa=T, 
et on a respectivement 
= u x=8. 


Acta mathematica. 33. Imprimé le 24 décembre 1909, 45 
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En nous rapportant à la 7, donnée sur une surface de Kummer (7, qui est 
représentée par la surface hyperelliptique @,) nous avons trouvé effectivement 


ainsi la déduction p,— 1 se trouve confirmée. 


SS. — Configuration des points doubles et des courbes rationnelles appartenant 
à la surface ®,. — Considérons sur la surface de Jacobi F les ro groupes de 
l'involution /,, qui renferment des points multiples, c'est-à-dire les 4 groupes for- 
més par des points quadruples et les six groupes formés par les cycles de 2* ordre, 
dont chacun soit compté deux fois (n. 84). A ces groupes répondent ro points 
singuliers de la surface ®,, formant une configuration remarquable que nous nous 
proposons d'étudier. 

De méme que sur F les relations essentielles entre les points unis de la 
transformation T, se rapportent aussi aux courbes C unies, sur la surface ®, la 
cfg. des points singuliers résultera étroitement liée à la cfg. formée par les cour- 
bes répondant aux courbes unies. 

On voit tout d'abord que cette dernière cfg. contient: quatre coniques, ré- 
pondant aux courbes unies 12’, 1'2, 34, 34; quatre courbes de quatrième ordre 
(que nous dirons de rang 1) répondant aux cycles de rang 1; et deux courbes 
de 4"* ordre (que nous dirons de rang 2) répondant aux cycles de rang 2. On 
démontre aisément que les six courbes de 4"* ordre sont rationnelles. 

Ainsi p. e. la courbe répondant au cycle 13', 1'3, est rationnelle car ses 
points sont en correspondance birationnelle avec les groupes de la série gj, dé- 
terminée sur la courbe r3' (ou 1’ 3) par la transformation 7?— K. 

On peut aussi ajouter qu'il existe 4 hyperplans qui touchent @ le long des 
quatres coniques avec un contact de 3"* ordre, et six hyperplans touchant € le 
long des six quartiques avec un contact de ı" ordre. En effet toute conique 
comptée 4 fois, doit donner une courbes du systeme complet | | coupé sur ® 
par les hyperplans, car une des courbes unies 12’, 1'2, 34, 3'4 comptée 4 fois 
donne sur F une courbe D; et analoguement pour les quartiques. 

Après ces remarques relatives à la cfg. des courbes rationnelles, passons à 
examiner la nature des ro points singuliers. 

Démontrons d'abord que ces points ne sauraient étre multiples d'un 
ordre > 2. 

On a plus généralement que: une surface régulière normale des genres p, — 

= p, — P,— 1, dépourvue de courbes exceptionnelles, ne peut pas posséder des points 


multiples d'ordre > 2. 


Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 355 


Rappelons que toute surface normale de genres 1, dépourvue de courbes 
exceptionnelles, jouit des propriétés suivantes: 

a) elle appartient à un espace S, dont la dimension r est égale au genre des 
sections hyperplanes (canoniques) de la surface: 

b) elle est d'ordre 2r— 2; 

c) elle ne posséde pas des courbes multiples ou des points multiples n'abaissant 
pas le genre des sections hyperplanes. 

Si la surface renferme un point multiple O, en la projetant de O on ob- 
tiendra une nouvelle surface de S, , qui ne contient pas des courbes exception- 
nelles! de sorte que cette projection devra satisfaire aux propriétés a) et b); 
il s'ensuit que le point multiple O ne saurait pas être d'ordre > 2. 

Remarque. — On voit de plus que les points doubles de la surface de genres 1, 
abaissent le genre des sections hyperplanes d'une seule unité. 

Ceci posé revenons à notre surface @, de l'espace S,. 

Appelons P le point de ® répondant au point uni (11') de F. Des ro cour- 
bes rationnelles appartenant à €, il y en a quatre qui passent par P: c'est-à-dire 
les coniques homologues aux courbes unies r2', i'2, et les quartiques de rang 1 
répondant aux cycles de rang 1, 13, 1 3 et 14!, 14 (voir le tableau du n. 84). 

Comme une section hyperplane arbitraire issue par P, coupe chaque conique 
hors de P en un seul point, sur la surface F une courbe D issue arbitrairement 
par (rr) coupera les courbes 12',1'2, hors de (11'), em quatre points, dé sorte 
qu'elle aura quatre intersections avec ces courbes, réunies en (r1). On en con- 
clut que le point (ri est un point de multiplicité s > 2 pour la courbe D envi- 
sagée. Mais dans lhypothése s>2 deux courbes D arbitraires issues par (r1') 


auraient / intersections réunies en (ır'), où 


t> 


& 


2219, 


: - : : t : 
et par suite deux sections hyperplanes de ®, issues par P, auraient — 2 inter- 


sections réunies en P, et ce point résulterait de multiplicité > 2. En vertu de 


la proposition établie ci-dessus, on en déduit que s — 2 

En tenant compte de ce que la D envisagée a quatre intersections réunies 
en (rr, avec les courbes 12!, 1'2, on reconnait que les deux branches de D pas- 
sant par (rr), doivent avoir respectivement un contact de 21 ordre avec les cour- 
bes susdites. On peut exprimer cette propriété en disant que les courbes D 


issues par P forment un systéme linéaire ayant le point-base double P et deux 


' En effet le genre des sections hyperplanes étant z'-—r— 1, on en déduit z' =» I 


(pg > 0), cette égalité ne saurait subsister s'il y avait sur la surface des courbes exceptionnelles 


parce qu'en ee eas on aurait zT >r—I, 
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points base simples successifs sur chacune des courbes 12/,1 2. (Voir la figure.) 
Ce système linéaire, que nous désignerons par |D,|, est formé par les courbes D 
de F répondant aux sections hyperplanes de ®, qui passent par P. 

Supposons maintenant qu'un point M de F, se mouvant sur la courbe 13 
s'approche à (rr), et considérons les «? courbes de |D,| qui passent par M, 
courbes que nous nommerons D,. Comme le système | D, | appartient à l'involu- 
tion /,, ces courbes que nous avons obligées à passer par M, passeront en con- 
séquence par les points M', M", M" homologues à M eu T, T°, T°. En se rap- 
pelant que 7?— K, on déduit que le point M" se meut sur 13°, tandis que les 
points M', M" se meuvent sur 1'3. De la on tire qu'à la limite, lorsque M 
coïncide avec (ri), les courbes D, envisagées viennent avoir au moins deux nou- 
velles intersections réunies en (11!) avec les courbes ı13', r'3, de sorte qu'elles ont 
avec ces courbes au moins quatre intersections, tombant en (rr). Comme les 
D, ont aussi quatre intersections en (rr' avec les courbes r2', r'2, il s'ensuit que 
le point (rr' est quadruple pour les c? courbes D,. 

On pourrait douter que les D, aient en (11') un point multiple d'ordre > 4: 
mais on se passe de ce doute en observant que la courbe C 4- C' - C" 4- C" composée 
d'une C passant par (ir et de ses transformées par rapport à T, T", T°, est 
une particulière D, qui possède en (rr) un point quadruple. On voit de plus 
que les D, n'ont pas des tangentes fixes en (11'), car la courbe C + C' + C" + C" 
envisagée, a ses tangentes variables au varier de C. 

Aux courbes D, répondent sur @ les sections hyperplanes d'un système li- 
néaire x? contenu dans le systeme o* des sections hyperplanes qui passent par 
P, c'est-à-dire les sections produites par des hyperplans renfermant une certaine 
droite p par P. 

Comme le genre de ces sections doit étre égal à la dimension 3 du systéme 
complet auquel elles appartiennent, on arrive à la conclusion que la surface 
possède un point double P, infiniment prochain à P, suivant la direction p. Si 
l’on ajoute qu'une section hyperplane arbitraire par P, passe par ce point avec 
deux branches non tangentes entre elles — répondant aux branches d'une courbe 
D, en (11) — on en déduit que le point P est biplanaire et que p est la droite 
commune aux deux plans tangents. 

La circonstance que les courbes D,, répondant aux sections hyperplanes 
par p, ont les quatres tangentes variables, nous montre aisément qu'il ne peut 
pas exister un troisième point double P,, successif à P,. 

On peut aussi établir tout de suite le comportement en P des quatre cour- 
bes rationnelles passant par ce point. Il suffit à cet effet de rappeler les pro- 
priétés des courbes D,, D, au point (11). 
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Ainsi p. ex. de ce que les D,, D, ont quatre intersections en (11') avec les 
12’, 1'2, on déduit que les coniques répondant à 12’, 1'2 passent par P d'une 
façon telle que chacune d'elles touche un des deux plans tangents et non la droite 
p; etc. etc. 

Passons maintenant à étudier la nature du point Q de ® qui répond au 
cycle de rang 1: (13), (2/4). Une courbe D issue d'une façon arbitraire par le 
point (13) doit passer en conséquence par (2'4); il s'agit d'établir les propriétés 
de cette D dans le domaine de (13') et de (2/4). A ce but remarquons que par 
Q passent les coniques répondant aux courbes 12’, 5'4, et qu'une section hyper- 
plane par Q coupe ces coniques, hors de Q, en un seul point. ll s'ensuit qu'une 
D par (r3 ),(2'4) doit avoir deux intersections avec les courbes r2', 3'4 en cha- 
cun des points (13'), (2 4), et par suite que la D doit avoir un point double en 
(13') et un autre point double en (2' 4). 

Soit |D,| le système linéaire »* formé par les courbes D répondant aux 
sections hyperplanes par Q. On voit aisément que les D, ont en (r3), (2' 4) les 
deux couples de tangentes variables, car en transformant au moyen de 7, T°, T? 
une courbe C issue par (r3) on obtient une particulière D, ayant les tangentes 
variables. En poursuivant l'analyse on établit que le point Q est un point 
double conique. 


Ce résultat découle des remarques suivantes: 


1) Une section hyperplane arbitraire passant par Q, possède un point double 
origine de deux branches non tangentes correspondantes aux branches de la 


I 


courbe homologue D, par (r3), (2' 4). 


2) Les points de 4 appartenant au domaine de Q, forment une variété algébri- 
que irréductible, car ils correspondent biunivoquement aux couples de l'invo- 
lution formée par les tangentes des courbes D, en (73) (2' 4). 

On conduit d'une facon parfaitement analogue la discussion relative au point 

R de 4, correspondant à un cycle de rang 2, tel que (12), (12). On arrive de 


méme à la conclusion que À est un point double conique. 

Pour compléter la recherche des relations qui passent entre les ro eourbes 
'ationnelles et les points doubles de ®, il suffira de remarquer que toute relation 
entre les courbes et les points unis sur F, se transporte sans aucune difficulté 
aux éléments singuliers de 4. 

En résumant on arrive à la conclusion suivante: 

Toute surface hyperelliptique de rang 4 et du type 111, peut être transformée 
birationnellement en une surface ®, de genres 1 appartenant à l'espace à cinq di- 


mensions, el possédant des sections hyperplanes d'ordre 8 et de genre 5. 
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La ®, jouit des propriétés suivantes: Elle possède 10 points doubles et 10 cour- 
bes rationnelles remarquables. Des ro points doubles quatre sont biplanaires et 
les six restant sont coniques. Dans le domaine de r" ordre de tout point bipla- 
naire on a un autre point double. 

Les points doubles coniques se partagent en deux classes jouissant de pro- 
priétés différentes: 4 points coniques de rang 1 et 2 de rang 2. Des ro courbes 
rationnelles quatre sont des coniques et six des quartiques. Le long de toute 
conique il y a un hyperplan ayant avec @, un contact d'ordre 3, et le long 
d'une quartique un hyperplan ayant un contact simple. Les quartiques se par- 
tagent en deux classes: 4 de rang r et 2 de rang 2. 

Les ro points doubles et les ro courbes satisfont aux relations qui suivent: 

Par un point biplanaire passent Une conique renferme 2 points 
2 coniques et 2 quartiques de rang r. biplanaires et 2 points coniques de 
rang I. 


Par un point conique de rang 1 
passent 2 coniques, 2 quartiques de 
rang 1 et les 2 quartiques de rang 2. 

Par un point conique de rang 2 
passent les 4 quartiques de rang ı et 


Une quartique de rang 1 renferme 


-2 points biplanaires, 2 points coniques 


de rang 1 et les 2 de rang 


bo 


Une quartique de rang 2 renferme 
les 4 points coniques de rang 1 et 


I de rang 2. asse doublement par r point conique 
I] 


de rang 2. 
S9. — La surface D, caractérisée par la configuration de ses points et de ses 
hyperplans singuliers. — Soit une surface ®,, d'ordre 8 à sections canoniques en 


S. (p, — Py = P, — 1), possédant 1o points doubles et ro hyperplans tangents sui- 
vant des courbes rationnelles, de facon que ces points et ces courbes forment une 
cfg. jouissant des propriétés établies au n. précédent. On peut démontrer que 
(D, est une surface hyperelliptique du type III, de facon que la configuration que 
nous avons définie joue un rôle caractéristiqne par rapport à cette surface. 

A cet effet nous procéderons par une méthode analogue à celle que nous 
avons développée aux nn. 49, 78. 

Nous tácherons de construire une surface birationnellement identique à la 
surface de Kummer, qui soit représentée sur la 4, comptée deux fois. 

Faisons d'abord les remarques suivantes. 

Ainsi que nous l'avons expliqué au n. 86, la surface ®, correspond à une 
involution J, d'ordre 2 appartenant à une surface de Kummer. Transformons 
celle-ci en faisant correspondre aux quadriques de S, les hyperplans de S,; on 
aura ainsi une surface #,, de S, possédant 16 points doubles et 16 5, tangents 


suivant des courbes rationnelles d'ordre 4. 
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La surface w,, transformée de la surface de Kummer renferme une involu- 
tion 7, qui est engendrée par une homographie de S,. Cette homographie pos- 
sède un S, de points unis ne rencontrant pas ¥/,,; et de cet espace S, la surface 
vient projetée en notre 0. 

Ceci posé nous allons montrer comment on peut construire réciproquement 
V,, étant donnée @,. 

A cet effet remarquons que parmi les 4 hyperplans tangents à €» suivant 
les quartiques de rang r, on peut choisir deux hyperplans ayant communs 4 
points coniques, et renfermant dans leur ensemble les 4 points biplanaires. 

Supposons que de tels hyperplans soient représentés par 


Ci — 09%, — 0: 
Construisons la surface de S, 
(1) =... em Lo go Vx, 


(v,,...a, satisfaisant aux équations de ®,). Comme la quadrique de diramation 


r,r,— 0 est tangente à la surface double, 44, il n'y aura pas sur celle-ci des 


1 
courbes de diramation proprement dites; par conséquent la surface (r) que nous 
venons de construire est d'ordre r6, et ses sections hyperplanes sont de genre 9 
et se coupent deux à deux en des groupes canoniques: il s'ensuit que cette sur- 
face a tous les genres géométriques égaux à 1 pg — P,=---=1). Or il y aura 
une surface normale d'ordre 16 (que nous désignerons par wv’) dont la surface (1) 
de S,, est une projection. 

Nous voulons prouver: d'abord que le genre numérique de W [ou de (1)] est 

Pa — 1 et par conséquent que # appartient à un S,; ensuite que 1/ est identique 

à la surface #,, que nous avons obtenue en transformant une surface de Kummer. 

A cet effet faisons les remarques suivantes: 

1) Un point biplanaire de 0, appartient à un des deux hyperplans de dirama- 
tion x, — 0, x, — o, de sorte que le domaine de ce point sur chaque nappe de 
la surface donne lieu à une eourbe de diramation infiniment petite. 

2) Les points coniques communs à x, = 0, x, — 0, sont doubles pour la quadrique 
de diramation x, x, — o; on voit done qu'il n'y a pas des points de diramation 
dans le domaine de ces points coniques. 

3) Il en est de méme pour les deux points coniques de ®, qui n'appartiennent 
pas à la quadrique v, v, = 0. 

Ceci posé on voit d'abord qu'aux 16 points coniques de @, correspondent 
autant de couples de points coniques de , ce qui fait 12 points doubles coniques 


de cette surface. 
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A chaque point biplanaire (de diramation) de ®, répondra un point de w, 
et nous supposerons qu'il s'agisse d'un point singulier abaissant la classe de la 
surface d'un certain nombre Z (^ 0). 

Or en répétant le raisonnement que nous avons développé aux nn. 49, 78, 
tâchons d'évaluer l'invariant de Zeuthen-Segre de la surface v. Ce calcule nous 


amène à l'équation 
4 + 4h — I2 pa 


pa désignant le genre numérique de wv. 
Cette équation doit être résolue en nombres entiers, et on doit avoir 


So Na 
pourtant on aura 
2, Tr 

Il s'ensuit qu'aux 4 points biplanaires de ® correspondent 4 points doubles 
coniques de w. 

Nous venons de prouver que la surface W est une surface de genre p, — 1 
possédant 16 points doubles coniques. ll est aisé de reconnaitre qu'elle possède 
aussi r6 S, tangents suivant des quartiques C,. 

Ces courbes C prennent naissance de la facon suivante: 

1) Chaque quartique de ©, donne lieu à deux C, (ce qui fait 12 C,). En effet 
on peut reconnaitre qu'une telle quartique ne renferme pas des points de di- 
ramation. 

2) Chaque conique de ®, donne lieu à une courbe irréductible d'ordre 4, parce 
qu'il y a sur la conique deux points de diramation. On a ainsi 4 C, à ajou- 
ter aux r2 déjà trouvées. 

Ceci posé on voit que la surface W de S, est une transformée de la surface de 
Kummer; le système transformant est le système linéaire auquel appartiennent 


les 16 quartiques de // comptées deux fois. 


X. Surfaces hyperelliptiques régulières de rang 6 (type IV). 


90. L'involution I, engendrée par une transformation hermitienne cyclique 
d'ordre 6. — Sur la surface de Jacobi F considérons la transformation hermi- 
tienne T périodique d'ordre 3, envisagée au n. 73, et désignons par K la trans- 
formation ordinaire de r'* espèce qui laisse invariant un des 9 points unis de 7’. 
On remarquera tout d'abord que les transformations T, K sont échangeables, car 


T doit transformer K en elle-méme (voir le n. 62). 
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La transformation hermitienne singulière 
S=TK=KT 
resulte par consequent periodique d’ordre 6, car on a 
SS= T6 K6—T. 


Nous nous proposons d'étudier dans ce chapitre les surfaces représentant l'invo- 
lution J,, engendrée sur F par la transformation S. 

En parcourant la marche suivie dans les cas précédénts, on aura d'abord à 
chercher les points et les courbes € qui restent invariant par rapport à la trans- 
formation S ou à une de ses puissances, les € étant courbes d'un système X. 

A ce but il faut chercher: 

a) La permutation produite par KA entre les points et les courbes C invariant 
par rapport à T. 

b) La permutation produite par 7 entre les points et les courbes C invariant 
par rapport à K. 

La premiére recherche a été déjà effectuée au n. 8o. En désignant par 
(««') le point uni de 7, qui est aussi uni par rapport à K, on a trouvé que K 
transforme les points 


en les points 


et les courbes 
iQ; NUCH AC TOC ON" 

en les courbes 
I 


li ! ! ! 
aa, Y y» [04 Yay e y; pP 7: 


Passons done maintenant à la recherche b). Designons les courbes et les 
points unis de K au moyen des symboles de M. HUMBERT, en combinant les 
deux séries de caractères 

D Di ON LD. AID CE 


Soit (aa')- (««) le point uni de A, qui est aussi uni par rapport à 7T. Entre 
les éléments de la variété o! formée par les € qui passent par (aa!), il y a une 
transformation singulière périodique d'ordre 3 définie par S; partant les six 
courbes unies de K: 

CMa Kem ad nai Monch CAG! 


qui passent par (aa’), se partageront en deux cycles de la transformation 7’: 


quibos a debtqibMale valde 


Acta mathematica, 33. Imprimé le 27 décembre 1909. 16 
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Ceci posé, on voit tout de suite que la 7 fait correspondre au point (bb) le 
point (ce!) et à ce dernier le point (dd'), car (bb') peut être envisagé comme le 
point commun aux courbes ab’, a'b, hors de (aa); le point (cc) comme le point 
commun aux courbes ac',a'c correspondantes aux courbes précédentes, et enfin 
le point (dd') comme l'intersection, hors de (a a'), de deux courbes a d', a! d. 

En poursuivant l'analyse par des considérations analogues, on arrive à la 
conclusion que les termes de points 


(aa) (aa) (aa')—(bU')(cc) (d d') — (a) (a c') (a. d') 
(bc!) (ed' (db )—(c)(dc)(bd')—(ca')(da)(ba'), 


et les termes de courbes ayant les mémes symboles, forment des cycles de la 
transformation T. 

En résumant, on voit que l’involution I, engendrée sur F par la transforma- 
tion hermitienne S, cyclique d'ordre 6, possède 10 groupes renfermant des points mul- 
tiples: c'est-à-dire un groupe formé par un point 6-ple, quatre groupes dont chacun 
est formé par deux points 3-ples, cing groupes dont chacun est formé par trois 
points doubles. 

En considérant Vinvolution I, engendrée par S entre les courbes C d’un sy- 
stème N, on a d'une façon parfaitement analogue 10 groupes renfermant des courbes 
complées plusieurs fois. Les algorithmes introduits ci-dessus donnent dune facon 


complète les relations entre ces groupes de points et de courbes. 


91. — La surface D,, d'ordre 12 modèle projectif des surfaces hyperelliptiques 
du type IV. — Pour construire un modèle projectif des surfaces birationnelle- 
ment identiques à Vinvolution J,, on procédera en suivant la marche plusieurs 
fois indiquée. On considérera d'abord le système linéaire | D| appartenant à J, 
et renfermant la courbe D — C + €' +---+ C9 composée avec C et ses transfor- 
mées par rapport à S, 82,.../9*; à ce système répond sur une surface hyper- 
elliptique ® de la classe envisagée, un système linéaire simple | |, dépourvu de 
points-base, de sorte qu'on pourra supposer que |/^| soit le système des sections 
hyperplanes de ®. 

La surface ®,, ainsi obtenue a l'ordre 12 et ses sections hyperplanes ont 
le genre 7. 

Il s'agit maintenant de trouver la valeur du genre arithmétique p, de @,,. 

A cet effet il suffit de développer des considérations étroitement analogues 
à celles qu'on a exposées en caleulant le genre p, du type précédent. 

Soit @, une surface de l'espace S, (type II) image projective de l'involution 


I, engendrée sur F par la transformation 7’; on aura sur ®, une involution 7, 
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de 23 ordre, dont les groupes correspondent birationnellement aux points de la 
surface @,,. 

En effet un groupe 
I In "n ‘4 [ 
Dip BEN BEST 


de Z,, obtenu du point P au moyen des opérations 








S, S2— T2, S=K, S —T, S5— KT? 


donne deux groupes 
p. EN PL eu Pur poe 
de l'involution J,. 


Comme le second de ees groupes s'obtient du premier au moyen de la trans- 
formation K — qui change en elle-méme 7 et par suite I, — l'involution 7, 
dont on parle ci-dessus sera engendrée sur ®, par une des 9 homographies in- 
volutoires qui changent en elle-même cette surface (n. 80). 

En se rappelant que linvolution 7, possède 8 coincidences (n. 80) on en 
conclut (nn. 38, 87) que la surface 4, a le genre pa — 1 (= p,= P,); et par suite 
qu'elle appartient à l’espace S; et que ses sections hyperplanes sont des courbes cano- 
niques. Les ro groupes de /, renfermant des points multiples sont représentés 
par ro points singuliers de la surface ®,,, et les 10 groupes de J, renfermant des 
courbes multiples, par ro courbes rationnelles de la méme surface. 

Ces courbes sont rationnelles parce que l'involution /, établit sur chacune 
des courbes unies de S, T, K, une série linéaire (d'ordre 6, 3, 2 respectivement). 
On trouve aisément l'ordre des ro courbes appartenant à ®,,. Ainsi p. e. on 
voit qu'à la courbe «a'—«c«' répond une conique, car en comptant six fois la 
aa on obtient une courbe. D; à la courbe ?j9'-- 77 répond une quartique, car 
la courbe 3(9? 9 + 77) est une D; etc. 

On a done sur @,, une conique, 4 quartiques et 5 courbes de sixiéme ordre. 
Les ro points singuliers de ®,, ne peuvent pas avoir une multiplieité plus grande 
que 2 (n. 88): on voit aisément par des considérations désormais connues, que 
les 4 groupes de /, renfermant des points 3-ples sont représentés par 4 points 
biplanaires ordinaires de 44, et que les 5 groupes de /, renfermant des points 
2-ples sont représentés par 5 points doubles coniques. 

Arrétons-nous sur le point P de ®,, qui répond au groupe de J, renfermant 
le point 6-ple (««') — (aa), car l'analyse de la singularité que la surface @,, pos- 
séde en P, se présente moins simple. 

À priori une courbe D satisfaisant à la condition de passer par le point 
(«a!), pourra avoir une branche tangente à une direction arbitraire d issue par 
(aa), ou bien une branche tangente à une des courbes aß', Pa. Dans le pre- 


mier cas la D doit posséder deux autres branches tangentes aux directions 
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d', d' correspondantes à d par rapport à T, T?, et par suite la D viendra avoir 
en (««') un point de multiplicité > 3. 

L'involution d'ordre 6 appartenant à D aura autant de points doubles qu'il 
y a de branches passant par (««'): comme, d’après la formule de Zeuthen, une 
involution possède nécessairement un nombre pair de points doubles, le nombre 
des branches par (««') devra être pair, et par suite égal à six (car il doit ré- 
sulter un multiple de 3). Mais alors, en désignant par x le genre de l'involution 
donnée sur D, on obtient 


car le genre d'une D arbitraire étant égal à 37, une D douée d'un point 6-ple 





aura le genre 37— 15— 22. La relation précédente donne vr -— 4, ce qui est 
absurde, parce qu'une section hyperplane de @,,, issue arbitrairement par P, doit 
avoir le genre 7 — 1 — 6. 

Il faut done conclure qu'une D passant de la facon la plus générale par 
le point (««'), a une branche tangente à la courbe « ?' (ou à «' 2). Mais si la D 
possédait en (««') une seule branche, l'involution définie sur D aurait seulement 
un point 6-ple équivalent à 3 points doubles, contrairement à la formule de 
Zeuthen. On doit done supposer que D passe par (««') avec une branche tan- 
gente à a’ et avec un autre branche tangente à «'j. 

Il s'ensuit que le point P ne peut pas être simple, et par suite qu'il est 
double (n. 88). Deux courbes D correspondantes à deux sections hyperplanes 
de ®,, issues par P, auront done en (œa') la multiplicité d'intersection 6.2 = 12. 
On en tire que leurs branches ont deux à deux un contact d'ordre 4, c'est-à-dire 
qu'aux sections de ®,, passant par P répondent sur F les courbes d'un système 
linéaire | D,| ayant en (««') un point-base double et quatre points-base simples 
sur chaeune des branches de ce point double. 

Si lon considère les courbes D, passant par un point de F s'approchant à 
(««') suivant une direction différente des directions: des tangentes fixes, en fai- 
sant toujours jouer la formule de Zeuthen, on trouve un système linéaire c? | D, | 
de courbes ayant en (««') un point 4-ple avec deux points doubles infiniment 
voisins suivant les directions de « jj', a! g. 

Le genre de l’involution appartenant à une D, résulte égal à 5: done aux 
courbes D, répondent sur 44, des sections hyperplanes de genre 5, passant par 
une certaine droite p issue par P. Il s'ensuit que ®,, possède un point double 
P, infiniment voisin de P suivant la direction p. Le point P resultera done bi- 
planaire, ear une section hyperplane arbitraire issue par P posséde deux bran- 


ches non tangentes, correspondantes aux deux branches d’une courbe D,. 
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Les courbes D, passant par un point de F infiniment voisin à («« ) suivant 
une direction arbitraire, forment un système linéaire | D,|, »*, de courbes ayant 
en (««) un point 6-ple, les six tangentes en ce point étant variables. Comme 
le genre de l’involution donnée sur une D, est égal à 4, on aura sur 4), en 
correspondance aux courbes D, de F, des sections de genre 4 découpées par des 
hyperplans qui passent par un certain plan x renfermant p. La surface 4, 
possédera done un autre point double P, infiniment voisin à P. 

Ainsi l'analyse du point singulier P est achevée. Nous l'avons exposée avec 
quelque détail, car cela nous dispensera de développer dans la suite les considéra- 
tions conduisant à des résultats analogues. 

En tenant compte des relations entre les courbes et les points unis de la 
cfg. appartenant à F, on arrive au théorème suivant: 

Toute surface hyperelliptique réqulière de rang 6, et du type IV, peut étre 
transformée en une surface (,,, de genres 1, de l'espace S,, ayant des sections hyper- 
planes d'ordre 12 et de genre 7. La ®,, jouit des propriétés suivantes: 

Elle posséde 10 points doubles et 10 courbes rationnelles remarquables. Parmi 
les 10 points doubles il y a un point biplanaire singulier possédant deux points 
doubles successifs, 4 points biplanaires ordinaires, et 5 points coniques. Parmi 
les ro courbes il y a une conique, 4 quartiques, 5 courbes d'ordre 6. Le long 
de la conique, des quartiques, des sextiques, on a respectivement des hyperplans 
ayant de contact d'ordre 5, 2, 1 avec la surface @,,. 

Par rapport aux propriétés de la cfg. on a 2 points biplanaires ordinaires 
de rang 1; 2 points biplanaires ordinaires de rang 2; 2 points coniques de rang 
I et 3 points coniques de rang 2; 2 quartiques de rang 1 et 2 de rang 2; 2 sex- 
tiques de rang 1 et 3 de rang 2. 


Entre les éléments de la cfg. on a les relations suivantes: 


Par le point biplanaire singulier 
passent les 2 quartiques et les 2 sex- 
tiques de rang 1. 

Par un point biplanaire de rang 
I passent la conique, une quartique 


de rang r et les 2 quartiques de rang 2. 


Par un point biplanaire de rang 
2 passent les 2 quartiques de rang 1 
et r quartique de rang 2. Cette der- 
niére posséde un point double en le 


point biplanaire. 


La conique renferme les 2 points 
biplanaires et les 2 points coniques de 
rang I. 

Un quartique de rang 1 renferme 
le point singulier, un point biplanaire 
de rang r, et les 2 points biplanaires 
de rang 2. 

Une quartique de rang 2 renferme 
les 2 points biplanaires de rang 1 et 
ı point biplanaire de rang 2. 
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Par un point conique de rang r 
passe la conique, r sextique de rang 
ı et les 3 sextiques de rang 2. La 
sextique de rang 1 passe doublement 


et Francesco Severi. 


Une sextique de rang 1 renferme 
le point singulier, un point conique 
de rang r et les 3 points coniques de 
rang 2. 


par le point envisagé. 

Par un point conique de rang 2 Une sextique de rang 2 renferme 
passent les 2 sextiques de rang r et2 | les 2 points doubles de rang ı et 2 
Ces dernières 


sextiques de rang 2. points doubles de rang 2. 


passent doublement par le point co- 





nique. 


Remarquons enfin que: 

La surface hyperelliptique ®,, est caractérisée par la configuration de ses points 
et de ses hyperplans singuliers formant la configuration que nous avons définie. 

Pour le prouver il suffit de montrer que étant donnée @,,, on peut con- 
struire une surface représentée sur celle-ci comptée deux fois et birationnellement 
identique à la surface ®, (type II). 

Le procédé que nous avons employé déjà en des eas analogues (nn. 49, 78, 
89) ne presente ici aucune nouveauté. Pourtant nous pourrons nous dispenser de 
répéter une analyse qui réussirait un peu longue à suivre dans les détails. 

Il suffira d'indiquer qu'on obtiendra une surface du type II (transformée 
de 44), en posant 





VD EURE EE Va, 


où (z,,...2,) est un point mobile sur ®,, et où l'on suppose que 


représentent les hyperplans de S, tangents à @,, suivant les sextiques de rang r. 


XL Surfaces hyperelliptiques régulières de rang 8 (types V, VI, VID. 


92. Surfaces de Jacobi possédant des groupes bidiédriques d'ordre 8. — 


D'après l'analyse développée au n. 70 une surface de Jacobi F attachée à la 


courbe f de genre deux 
y^ = x (x* — 1) 


possède à priori quatre groupes bidiédriques distinets de transformations her- 


yt Gu yn 


mitiennes: les groupes que nous avons désignés par G,, G,, Gi, G7. Chacun de 
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ces groupes est en isomorphisme oloédrique avec le groupe bidiedrique /', formé 
par les transformations birationnelles 











ee mie IER 
x! = ‚y=+ a) (z! =a, y — -: y) 


qui changent en elle-méme la courbe f. 
On peut prendre comme substitutions génératrices du groupes I’, les 


q—— x, y —iy; ao, y — + 


x a 


dont l'une change l'autre en son inverse. En 


les appelant w,, «,, le groupe contiendra les substitutions suivantes: 
A Mns QUEUE Uniting Oe M E e 


Nous désignerons toujours dans la suite par U,, U,; U',, U',; UN, Uj; Ut, UY, 
les transformations de G,, G., G7, G qui répondent respectivement aux trans- 
formations w,, u, de ly. 

Étudions tout d'abord les propriétés du groupe G, par rapport aux points 
‘de F qui restent invariant vis-à-vis des transformations du groupe. 

Rappelons-nous que G, est le transformé du groupe J’, au moyen d'une 
correspondance point par couple établie entre la surface F et la courbe f, de 
sorte que toutes les transformations de G, ont en commun le point uni qui re- 
présente tout couple de la série g;. 


En désignant par 
A,, A,; B,, B,; C, C, 


les trois couples de points unis des transformations w,, %,, 4,4, — qui donnent 
les six coincidences de la g, — on voit (n. 84) que v, laisse invariant les couples 


A,, 24, A, + A, B, + B,, C, + C,; 


D 


u, les couples: 


© 
© 


2 B;, À, d A, B, 25 Bs; C, RE C7; 
et «,u, les couples: 
20, 21055 ATA Bi Ber GEL 


Les transformations U,, U, de la surface F ont donc les mêmes points unis, 


c'est-à-dire les 4 points répondant aux couples: 
À, + A4, B, + 3. C, EC, 24,=2 B,=20,=24,=2B,=20,. 


I] s'ensuit que les quatres transformations U, U,, U?, U?, U, U! ont aussi 


"m 9) q 


ces mêmes coincidences. 
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Envisageons maintenant la transformation de 1° espèce 
RUE US 


et le système X qui renferme totalement toute courbe C répondant aux couples 
de f qui ont un point fixe. En désignant par les symboles de Humbert les 
points et les courbes C qui restent invariant par rapport à K, on a ce tableau 
se rapportant à U, (n. 84). 
Points 
unis cycles de 2* ordre 
(11 (22'),-(33'), (44) |: x2) (2) = (x3) (2 4) — (14) (23) — 
| — (23) (1'4) — (24) (1 3) — (34) (3  4)- 
Courbes C 
unies cycles de 2* ordre 
I2! — 1! 2 — 34! — 3!4 I3, 1'3 —14!, 1'4 — 23', 2'3 — 24, 
a A Er 2 LU UTR 


Soit (rr le point uni qui représente la gi: par ce point doivent passer 
deux courbes unies de U, donnant un cycle de 2* ordre de la transformation U,; 
soient 13’, 1'3 ces courbes unies, de sorte que r2', 1'2 et 14', 1'4 donneront deux 
cycles de 2% ordre de la transformation U,. 

En raisonnant comme au n. 84 on arrive au tableau 


Points 
unis cycles de 21 ordre 


(115 (221), (33.), (449) (SNS) (4246) 4) (4 nee) 
( 


Courbes C 


unies cycles de 21 ordre 


! ! I ! I I > I I SO NI I 
I3 — I 3— 24 I2, I2—I4, I 4—32, 3 2— 34, 


D 
4 


se rapportant à U,. 

Comme toute substitution de @, s'obtient par multiplication de U,, U,, on 
en déduit sans difficulté que l'involution 7, engendrée entre les points de F par 
les transformations du groupe bidiédrique G,, possède 7 groupes doués de points 


multiples, c'est-à-dire les groupes formés par les points 
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(11), (22), (33, (44), 


comptés 8 fois, et par les quaternes 
(22!) (12) (3'4) (34) — (131) (1'3) (24) (2'4) — (4) (14) (23) (23) 


comptés 2 fois; tandis que l'involution J, engendrée par 6, entre les courbes C, 
posséde 7 groupes doués d'éléments multiples, c'est-à-dire les groupes formés par 
les couples 


12), 02 — 34), 314—133. 3 245 2 4 TA, LA M2 


comptés 4 fois, et la quaterne 


comptés 2 fois. 


93. Etudions maintenant le groupe G',. On sait (n. 70) qu'en désignant par 


A la transformation de 2% espèce (périodique d'ordre 2) qui amène (rr) en (22°), 
le groupe G', est engendré par les substitutions 


LUE PRIEST AN 


Il s'agit de voir comment se distribuent par rapport à U',, U', les points et les 


courbes unies de la transformation de r'* espèce 


La transformation U', étant identique à U, on n'a ici qu'à imaginer repro- 


duit le 1° tableau du n. prée. Le tableau relatif à U', se déduit aisément du 
24 tableau, lorsqu'on connait les permutations produites entre les points et les 
courbes unies de K par la transformation 4. 

Or, comme À change en elle-même la transformation K ne laissant pas 
invariant aucun point ni aucune courbe C, les courbes r2', 1'2 passant par 
les points (r1'), (22), doivent se changer entre elles au moyen de A. En se rap- 
pelant que A est permutable avec U', (n. 62) on voit de plus qu'elle change (53) 
en (44') et par suite que les courbes 34', 3'4 doivent aussi se changer entre elles. 


Comme la courbe r2' renferme les cycles 


(13), (24) — (14), (2/3), 
et la 1'2 les cycles 


(13), (24') — (1'4), (23), 
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appartenant à ÜU',, aucun de ces cycles ne pourra pas être ramené en lui-même 
par A. : 

D'autre côté la U', À doit avoir 4 points unis entre les 16 coincidences de 
K, c’est-à-dire que U', et A doivent avoir deux cycles de 2" ordre communs, 
done les deux cycles restant | 


LEN) 


doivent appartenir aussi a la transformation A. 

On en tire que A change la courbe 13! renfermant les points (11'), (12'), (3'4), 
en la courbe 24! renfermant les points (22'), (1'2), (34); la courbe 1'3 renfermant 
les points (11!), (1'2), (34), en la courbe 2'4 renfermant les points (22'), (r2') (3'4); 
la courbe r4' renfermant les points (11), (12), (34), en la courbe 23' renfermant 
(22) (1'2), (34), et la courbe 1'4 renfermant (11'), (1'2), (3'4), en la courbe 2'3 
renfermant (22'), (12). (34). 

Il s’ensuit enfin que A change entre elles les courbes 11', 22! et 33', 44' qui 
se coupent respectivement en les points (12'), (1'2) et (34). (3'4). 

On complète aisément l'analyse pour ce qui concerne les points unis de K. 

Ainsi au point (13) appartenant aux courbes 11', 12', 3'4 répond le point 
(24!) appartenant aux courbes 22', 1'2, 34';.ete. etc. 

En résumant on peut dire que les 16 coincidences de K se distribuent en 8 
cycles de A: 


et les 16 courbes unies, en 8 cycles ayant les mêmes symboles. 

On arrive ainsi à construire le tableau se rapportant à U',, que nous omett- 
rons de reproduire, car il se déduit tout de suite des tableaux relatifs à U, et A. 

La conclusion est la suivante: ; 

L’involution /', engendrée sur F par le groupe G', possède 6 groupes for- 
més des couples 


(1), (22!) — (33). (44!) — (x3). (2'4) — (1'3), (24) — (14); (23) — (14). (23) 
comptés quatres fois, et un groupe formé de la quaterne 
(12), (12), (34), (34) 


comptée deux fois; tandis que l’involution J', engendrée entre les C de X par 


G'., possède 4 groupes formés des courbes 
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12/2 M2 BU 
comptées huit fois, et trois groupes formés des quaternes 


TI 220 Sal Aal 150 1126029 2 A LA 104 231, 2,3 
comptees deux fois. 

Remarque. — On voit que les groupes G,, G', sont liés par cette relation: 
qu'on passe des propriétés de l'un aux propriétés de l'autre en remplacant les 
points de F avec les courbes C de X. On peut donc dire brièvement que les 
deux groupes G,, G', se correspondent au moyen de la dualité que nous avons signa- 
lée entre les points de F et les courbes C d'un système X (n. 23). 


94. Passons à étudier le groupe 6G;. En disant B la transformation de 
ate espèce faisant passer de (11') à (33), les transformations génératrices de G7 
sont 

U'—U;, U,=U,B. 


On doit iei établir les permutations produites entre les points et les courbes 
C unies de la transformation 


K= Wa Ue 


par la transformation 5. 
Pour celà on n'a qu'à répéter les considérations analogues à celles qu'on a 
exposées dans le n. préc. 
Comme B change en elles-mêmes les transformations X, U,, on aura les 
cycles 
(zu) (631) 12), (AA r9 5o3/31—5:2455. 2/45 
appartenant à 5. 


Mais comme 13 renferme les cycles 


(x27); (3/4) — (24), (23) 
et 1'3 les cycles 


(12), (34) — (1'4), (2'3) 


de la transformation U,, ces cycles ne pourront pas être invariant par rapport 


à DB, et par suit les cycles restants 
(13), (13) — (24^), (24) 


devront appartenir à 5; etc., ete, 
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On voit ainsi que le 16 coincidences de K se distribuent en 8 cycles: 
(xz'), (33') — (22^), (44) — (13), (13) — (24), (2'4) — 
(12), (34) — (14), (32) — ('4), (3/2) — (2), (34) 
de B, et que les 16 courbes se distribuent en 8 cycles ayant les mémes symboles. 
On en déduit aisément le tableau relatif à la transformation U et comme 
on possède déjà le tableau relatif à U^, il s'ensuit enfin que: 


L'involution /; engendrée par @ entre les points de # possède 6 groupes 


formés par les couples 


4) "TB (12'), (1'2) ae (34), (3'4) 


L2 
+ 
— 
— 

H 
Oo 
— 
— 

bo 


(egal) (22), (445) — (13) \ 


comptés quatre fois, et un groupe formé par la quaterne 
I I EI I 
(wad) RA) sans (243) 


comptée deux fois; tandis que Vinvolution J7 engendrée par G7 entre les courbes 


C possède 6 groupes formés par les couples 


I I I ! I ! ! ! I I fi I 
To 3) Ayes 2h SA ETT METEO LIO o TAE ul AN A 


comptés quatre fois, et un groupe formé par la quaterne 


I I ! I 
TA AA ASN Sip 
comptée deux fois. 
Remarque. — L'analyse développée nous montre qu'au moyen de la dualité 
établie entre les points de F et les courbes C de N, au groupe G7 répond un groupe 


doué des mêmes propriétés. On peut dire que G est correlatif à lui-même. 


- 95. Nous allons enfin achever l'étude des groupes bidiédriques, en remar- 
quant que les groupes G'. et G7 conduisent au méme type de surface hyperellipti- 
que (VII). 

C’est ce qu'on peut établir tout naturellement en répétant par G7 l'analyse 
développée par les autres groupes: mais on peut aussi arriver à la même con- 
clusion par des considérations à priori. 

Les quatre points unis 

(zr'), (22), (337), (44) 


communs aux transformations U,, U,, se distribuent en deux couples 


(11'), (22') — (33), (44) 


ouissant des mémes propriétés par rapport à chacune des transformations U,, U,. 
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En effet par rapport a U, chacun de ces couples peut se définir comme le 
couple des points wnis communs à deux courbes unies, tandis qu'aucun des couples 
envisagés ne jouit pas de la méme propriété par rapport à U,. 

Il s'ensuit que les transformations de 21° espèce déterminées par les couples 


(x1), (33) et (x1), (44) 


se comportent de la méme facon par rapport à U,, U,, et par suite que les 
groupes G7, G7 ne sont pas essentiellement distinets. 

96. En résumant on conclut que sur la surface F il y a trois groupes bi- 
diedriques birationnellement distincts qui se trouvent en isomorphisme oloédrique 
entre eux; ce sont les groupes G,, @,, GY. Le premier est caractérisé par la condi- 
tion de laisser invariant un point de F, le second (correlatif à G,) par la condition 
de laisser invariant une courbe C, le troisième (correlatif à lui-même) par la condi- 
tion de ne laisser invariant aucun point ni aucune courbe C. 

Les trois types de surfaces hyperelliptiques correspondantes aux groupes 
G., @,, G; seront désignés respectivement par V, VI, VII. 


97. Genre des surfaces hyperelliptiques V, VI, VII. — La méthode suivie 
pour calculer le genre p,— p, des surfaces hyperelliptiques répondant à des grou- 
pes cycliques G,, G,, s'étend aisément aux surfaces relatives à G,, G^, G7. 

Examinons tout d'abord une surface hyperelliptique ® image de l'involution 
I, engendrée sur F par G,; et démontrons qu'on peut poser une correspondance 
birationnelle entre les points de ® et les groupes d'une certaine involution d'ordre 
2 existant sur la surface wv, d'ordre 8, qui répond au groupe cyclique G, engen- 
dré par U,. 

soient e P, p Pl, Pl, PN PX, PP lex” points’ d’un groupe de /,: ces 


points s'obtiennent de P au moyen des transformations 
(1) I Use UU Ule AU RAURSIUNUEETEURS 
et par suite ils se distribuent en les quaternes 

P, P', pw, PY! et PY, p", p", Pv! 


engendrées par le groupe 


c'est-à-dire qu'ils donnent deux groupes de l'involution /, engendrée par U,. On 


passe de la première quaterne à la seconde au moyen de la transformation U?. 


374 Federigo Enriques et Francesco Severi. 
° 
Il s'ensuit que tout groupe de /, vient être représenté par un couple de 


points de la surface image de /,. On voit aisément que la transformation 
involutoire qu'on trouve ainsi entre les points de ı", comme image de la trans- 
formation U}, est une homographie. En effet en disant C, ©", C", C",..... CV 
les courbes de X, obtenues de € au moyen des transformations (1), les courbes 


réductibles 


OP C! Fe ONE ONU et GY i om aE Gu 2 CN. 


correspondantes entre elles par rapport à U}, sont homologues à deux sections 
hyperplanes de //dans la correspondance [r, 4] qu'on a entre / et #. On en 
tire que la transformation involutoire appartenant à Ww change toute section hy- 
perplane en une section hyperplane, et par suite qu'elle est une homographie. 

Les tableaux relatifs aux transformations U,, U, permettent trés aisément 
de trouver les permutations produites par cette homographie entre les éléments 
de la configuration caractéristique de la surface W. 

On arrive ainsi au résultat suivant: 

Toute surface hyperelliptique du type V répondant au groupe bi-diédrique G,, 
est birationnellement identique à une involution 1,, d'ordre 2, appartenant à une 
surface hyperelliptique V, d'ordre 8, du type III. 

L’homographie w engendrant I, laisse invariant les 4 points biplanaires et les 
4 quarliques de rang 1 appartenant à W,, change par couples les 4 points coniques 
de rang ı et les 4 coniques de la surface, change entre eux les 2 points coniques et 
les 2 quartiques de rang 2. 

L'involution J, possède sur W huit coincidences distinctes au point de vue 
des transformations birationnelles. En effet comme il n’y a pas des coniques in- 
variant par rapport à l'homographie w, et comme les deux coniques issues par 
un point biplanaire P de W ne touchent pas le même plan tangent, l'homogra- 
phie J, changera entre eux les plans tangents en P, et par suite on n'aura pas 
sur ces plans d'autre droite unie que leur intersection p. Le point double co- 
nique P, infiniment voisin à P, suivant la direction p, reste invariant par rap- 
port à /,. et dans le domaine de P, on aura une involution douée de 2 coinci- 
dences. On trouve ainsi deux coincidences dans le domaine (d'ordre 2) de tout 
point biplanaire, et par suite, en total huit coincidences. 

D'une facon semblable on arrive aux résultats analogues se rapportant aux 


Gq” 7 


, 8 


groupes @, 
Toute surface hyperelliptique du type VI répondant au groupe bi-diédrique G’, 
peut se transformer birationnellement en une involution I, engendrée par une homo- 


graphie w' qui change en elle-même une surface W, du type LIT. 
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L’homographie o' change par couples les 4 points biplanaires et les 4 quartiques 


de rang 1 appartenant à W,, laisse invariant les 4 points coniques de la surface, et 


change entre eux les 2 points coniques et les 2 quartiques de rang 2. 


L'involution J, possède sur # huit coincidences: en chacun des 4 points 


doubles de rang 1 tombent 2 coincidences, c'est-à-dire les points unis de l'invo- 


lution engendrée par /, dans le domaine du point double. 


Toute surface hyperelliptique du type VII (répondant au groupe G7) est iden- 


tique à une involution I, engendrée par une homographie ce, qui change en elle- 


méme la surface WW, envisagée ci-dessus. 

L'homographie o" : 

fait correspondre par couples les 4 
points biplanaires, 

laisse invariant 2 points coniques 
de rang x, changeant entre eux les deux 
restant, 

laisse invariant les 2 points co- 


niques de rang 2. 


fait correspondre par couples les 4 
coniques, 

laisse invariant 2 quartiques de 
rang 1, changeant entre elles les deux 
restant, 

laisse invariant les 2 quartiques de 


rang 2. 


On a encore huit coincidences de /,, tombant à couples en chacun des 4 


points doubles coniques. 
Il s'ensuit que le genre po (= pg) de toute surface répondant à un groupe bi- 
diédrique est égal à 1 (n. 86). 


98. Les modèles projectifs des surfaces hyperelliptiques V, VI, VII. Pour 
obtenir un modèle projectif simple de la classe des surfaces répondant à un des 
groupes bi-diédriques, on n'a qu'à suivre le procédé développé plusieurs fois. 


On commence à considérer le systéme linéaire 
[D|=]C + C'+ + CVU] 


qui appartient à l'involution engendrée sur F par le groupe envisagé, C', C",...., CV 
étant les courbes correspondantes à une € au moyen des transformations du groupe. 

La correspondance [8, 1] entre la surface de Jacobi F et une surface image 
de linvolution, transforme le système | D| en un système linéaire simple [7], 
ayant le degré 16, le genre 9 et la dimension 9,! de sorte que l'on peut prendre 
comme modèle de la surface image de l'involution, une surface @,, d'ordre 16 de 
l'espace S,. 

Les points singuliers de @ correspondent aux groupes de l’involution doués 
d'éléments multiples: l'analyse de la singularité en chacun de ces points vient 

1 Le caleul de la dimension se fait tout de suite car on connait le genre de la surface 
renfermant [7 |. 


D 
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être facilitée, car on sait à priori qu'il s'agit de points doubles (n. 88). A la 
configuration des points doubles vient liée la cfg. des courbes rationnelles répon- 
dant aux courbes C qui admettent des transformations du groupe. 

Nous omettrons l'étude d ces points et de ces courbes, car à présent le 
lecteur est en mesure de développer cet étude par lui même: et nous nous borne- 
rons à énoncer les résultats suivants: 

Toute surface hyperelliptique du type V peut étre transformée birationnellement 
en une surface D,,, d'ordre 16, appartenant à l’espace S,. Cette surface possède 7 
points doubles et 7 courbes rationnelles remarquables. Parmi les points doubles 4 
sont des points uniplanaires ordinaires, et les restants sont des points coniques; parmi 
les courbes rationnelles 6 sont des quartiques et une est une courbe d'ordre 8. La 
configuration de ces points et de ces courbes jouit des propriétés suivantes : 

Par tout point uniplanaire passent simplement 3 quartiques, dont chacune 
renferme aussi un des 3 points doubles infiniment voisins au point uniplanaire. 

Par tout point conique passent 4 quartiques et la courbe d'huitiéme ordre: 
les premiéres y passent simplement, la seconde doublement. 

Toute quartique renferme deux points uniplanaires et deux points coniques, 
tandis que la courbe d'huitiéme ordre renferme (doublement) les 3 points co- 
niques. 

Le modéle projectif des surfaces hyperelliptiques du type VI, est une surface 
D', d'ordre 16, de l'espace S,, qui renferme 7 points doubles et 7 courbes ration- 
nelles. Parmi les points doubles, 6 sont des points biplanaires dont chacun possède 
un point double infiniment voisin, et le restant est un point double conique; parmi 
les courbes, 4 sont des coniques et 3 des courbes d'ordre 8. La configuration relative 
est caracterisée par les propriétés suivantes: 

Par un point biplanaire passent (simplement) deux coniques et deux cour- 
bes d'8"* ordre. 

Par le point conique passent doublement les 3 courbes d'8"* ordre. 

Une conique renferme 3 points biplanaires, tandis qu'une courbe d'8"* ordre 
renferme (simplement) 4 points biplanaires et (doublement) le point conique. 

Toute ‘surface hyperelliptique de rang 8 et du type VII peut étre transformée 
en une surface D, d'ordre 16, appartenant à l’espace S, et renfermant 7 points 


doubles et 7 courbes rationnelles. 


Parmi les points doubles, 6 sont Parmi les courbes rationnelles, 6 
des points biplanaires (possédant un point sont des quartiques et la courbe restant 
double dans leurs domaines de 1" ordre) est d'ordre 8. 


et le restant est un point conique. 
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La configuration appartenant à ®/, est caractérisée par les propriétés suivantes: 


Par tout point biplanaire passent Toute quartique renferme 3 points 
(simplement) 3 quartiques et la courbe biplanaires et le point conique. 
d'ordre 8. 

Par le point conique passent La courbe d'ordre 8 renferme les 
(simplement) les 6 quartiques. 6 points biplanaires. 


En chacun des cas V, VI, VII, il y a des hyperplans tangents à notre sur- 
face-modéle (®, @, ou ®"). Et précisément il y a un hyperplan ayant un con- 


( 3 4 3 
tact d’ordre - — 1 le long de toute courbe rationnelle d'ordre m (= 2, 4, 8). 


D" 


1, caractérisées par leurs configurations de points 


99. Les surfaces D,,, ',,, 
et de hyperplans singuliers. En nous rapportant d’abord au cas V, nous allons 
prouver que: 

La configuration de points et d'espaces singuliers que nous venons de définir, 
joue un rôle caractéristique par rapport à la surface hyperelliptique D. 

Pour le prouver nous procédons par la même méthode que nous avons ex- 
pliquée en des cas analogues. 

Nous supposons donnée la surface @,,. Parmi ses 6 quartiques on peut en 
choisir deux qui n’aient pas commun un point uniplanaire de la surface (ce choix 
peut être fait de trois façons différentes, correspondantes aux trois partages des 
quatre points uniplanaires en deux couples). On peut supposer que les hyper- 


plans renfermant ces deux quartiques soient 


19) comin te v,,) un point mobile de S,, posons 


Yı = Lis ee + Yo = Lio Vii = Va, x... 


Ces équations représentent une surface décrite par le point (y), surface qui 
est birationnellement identique à la surface $, que nous avons choisie comme 
modèle du type III. 

Ici encore nous nous épargnerons de développer la démonstration dans ses 
détails. I suffira de remarquer que la surface double que nous avons définie 
par les équations précédentes n'a pas de points de diramation dans le domaine 
d'un point conique de @,,, tandis qu'il y a diramation en tout point infiniment 
voisin à un point uniplanaire, sauf en deux points de ce domaine. On en déduit 
qu'aux 3 points coniques de 44, correspondent 6 points coniques, aux 4 points 
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uniplanaires correspondent 4 points biplanaires ete. de la surface normale d'ordre 
32 en S,,, qui a pour projection la surface (y). 

D'une façon analogue on aura que: 

La configuration de points et d'espaces singuliers que nous venons de définir 
joue un rôle caractéristique par rapport à la surface hyperelliptique 4», . 

Etant donnée une telle @',, considérons deux hyperplans tangents à ®',, 
suivant des quartiques qui se coupent en deux points biplanaires et en le point 
conique; soient 


les équations de ces hyperplans. Posons 


Yi = Lis ee + Yio — Lio Yu = Va, x 


La surface ainsi définie résultera birationnellement identique a la surface @, 
que nous avons choisie comme modèle du type III. 

De méme que dans les cas précédents /a configuration de points et d'espaces 
que nous venons de définir, joue un rôle caractéristique par rapport à la surface 
hyperelliptique DT. 

En effet étant donnée une 4^, possédant une telle configuration, on ob- 
tiendra une surface hyperelliptique du type III (identique à notre 4), en posant 
Ya = Lie + + Yin Los Yu — Va > 

où l’on suppose que 


$,—0, L> = 0, 


soient deux parmi les trois hyperplans tangents à Q7, suivant des courbes d'ordre 8. 


XII. Surfaces hyperelliptiques régulières de rang 12 (type VIII). 


100. Surfaces de Jacobi possédant des groupes G,,. Envisageons la surface de 


Jacobi F attachée à la courbe f de genre deux 
y?-— x5— 1, 


qui admet le groupe des 12 transformations birationnelles 
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+ y) {a = = y = + = d = = y = | 


J ine 
(Ge A U so) x ae: 
i = y = + + (Ex, y = y) (rx, y—+y) 
ou: 
f= Gos 


et soit G,, le groupe de F répondant au groupe de j au moyen de la correspon- 


dance point par couple existant entre la courbe et la surface. 
En représentant respectivement par T', U les transformations hermitiennes 


de F correspondantes aux transformations 


I iy 
Jl Fey JI [pum 
(a — EX, y —y) X a’ y x? , 





le groupe G,, renfermera les substitutions T', U, K, UK UK OL a OL TE NER, 


UT?, UT? K, 1, où l'on a posé 
i= Us 


On remarquera que U change T en T?, et que parmi les 11 transformations 
non identiques de G,, une, K, est cyclique de 2* ordre; deux 7, 7", sont cycli- 
ques d'ordre 3; six, U, UK, UT, UTK, UT:, UT*K, d'ordre 4; et les deux restant, 


TK, T? K d'ordre 6. 


Nous désignons encore par X le système complet renfermant totalement les 
courbes © de F qui répondent aux séries des couples ayant un point fixe. 
Il s'agit tout d'abord de chercher les points et les courbes C qui restent 


invariant par rapport aux transformations du groupe et d'établir les relations 


entre ces éléments invariants. 
Ainsi que nous lavons remarqué, les transformations du groupe G,, de F 


auront un méme point uni, qui correspond à la série g;, invariant par rapport 
aux transformations de f. 

Pour désigner les points et les courbes invariant de la transformation K, 
nous adopterons le symbolisme de M. HuwnEmT, en construisant les symboles 


au moyen des deux séries de nombres 


DDC OO ONCE 


tandis que les éléments invariants de 7’ seront désignés par le symbolisme intro 


duit au Chapitre VIII, en combinant les deux séries 
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On pourra toujours supposer qu’au point uni commun répondent les symboles 
(a a!) et (« «'), 
de sorte que les six courbes invariants de AK qui passent par (a a') seront 
CHD a.c ad CL Os C Cy G1 ls 


tandis que les quatre courbes invariants de T par le méme point seront 


! afl I TA 
PRCA OR IRA VI: 


ct p 

Cherchons quelles sont les permutations produites par U entre les points et 

les courbes invariant de T'; et les permutations produites par T, U entre les élé- 
ments invariant de K. 

Comme U change entre eux les deux points unis de 7 appartenant au do- 

maine de («a'), le couple des courbes c 9', «y' sera changé en le couple «' 5, «y: 

soit par exemple «' 3 la’ transformée de aj’, et «'y la transformée de «y. En 


tenant compte du fait que la transformation de r'* espéce K — U? change entre 
elles les « 9', ay! et les «' 8, «'y, on déduit que 


al ! o9 I IR 
aß, aß, ay, ay 


est un cycle de 4"* ordre par rapport a U. 
TI s’ensuit que le point (3 ?' commun aux courbes «' 9, «3 hors de (« «), 
{ pei i i 
vient changé en le point (77) commun aux courbes homologues « 7/, a! g et ana- 
loguement que (2; vient changé en (yy') et ce point en (77); de sorte que l'on 
D 1 104 D 156 IE UE) 
a le cycle d'ordre 4 


(BE) (8 y) (y y) (8 y). 


La U change le point («y') conjugué de (««') par rapport à la g, de la courbe 
«p', en le point (« y) conjugué de («a') sur la courbe homologue c' 3; et analo- 


guement (a! y) en (aß), et («?) en («' 9), de sorte qu'on a le cycle 
(ey!) (a' y) (« 8) (a' B). 


Comme ces 4 points appartiennent à la courbe ««', on en tire que cette 
courbe est unie par rapport à U. On déduit de plus que les 4 courbes restant 


forment le cycle 
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I 


car à la courbe jj renfermant les points (3 «') (3 y) (9'«) (9 y), répond la courbe 


M 


j'y renfermant les points correspondants, etc. 


En résumant on a par rapport à U le tableau suivant: 


Points 

unis cycles de 4™° ordre 

(a a’) (a 8') (a' B) (ay) (e y) — (88) (877) (77) (9 2). 
Courbes 

unies cycles de 4"* ordre 

a at! aß, dB, ay, c y—BB, By, yy, BY: 


Le tableau qui sert à indiquer les permutations produites par 7’ entre les 
éléments invariant de A, se construit aisément en supposant que les ternes 


ab’, ac, ad! et ab, a'c, ad 


donnent deux cycles de T. On n'a ici qu'à rappeler le résultat obtenu au n. 90: 


Points 
unis cycles de 37° ordre 
(a.a!) — (a «') (bb!) (cc!) (dd!) — (ab') (ac) (ad!) — (be') (cd') (db') — (cb) (de) 


(bd!) — (ca!) (da') (ba) 


Courbes 
unies | cycles de 3"* ordre 
aa —«a' bb', cc', dd! — ab’, ac', ad! — bc!, cd', db' — cb', dc’, bd! — 
ca’, da’, ba. 


On reconnait aisément que parmi les 6 courbes invariant par rapport à K, 


qui passent par (aa), les ab', a'b sont aussi unies par rapport à U, et que les 
ac', ad’ — ac, a'd 


forment deux cycles de 2* ordre; ceci posé on aura par rapport à U le tableau 
suivant: 
Points 
unis cycles de 2% ordre 
(aa), (bb'), (ab'), (a b) (ac!) (ad!) — (a'c) (ad) — (bc) (bd) — (be) (bd!) — (c'd) 
(cd!) — (cc) (dd) 
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Courbes 


unies 


aa’, bb, ab, a'b 


cycles de 24° ordre 


ac', ad' —a'c,a'd — b'e, bd — bc’, bd' — c'd, cd! — cc',dd'. 


En appliquant les opérations du groupe G,, à tout point et à toute courbe 


appartenant aux configurations relatives à 7 et à K, on conclut que: 


L'involution /,, engendrée sur F 
par G,, possède: 
1) Un groupe formé du point r2-ple 
(aa) = (aa); 


2) Trois groupes formés des ternes 


(bb!) (ec') (dd!) — (ab!) (ac) (ad!) 
(a'b) (a'c) (a'd) 


comptés 4 fois; 
3) Deux groupes formés des quaternes 


(88 )(yy) (By) (B'y)—(aB')(a'B)(ay')(a'y) 


comptés 3 fois. 
4) Un groupe formé par les 6 points 
doubles: 


(be) (ed') (bd) (bd!) (bc) (dc!) 


L'involution J,, engendrée par G,, 
entre les courbes de XN possède: 
1) Un groupe formé par la courbe 
aa — aa! comptée 12 fois. 
2) Trois groupes formés d'éléments 
4-ples 


bU, cc, dd' —ab'.ac' ad! —a'b,a'c,a'd. 


3) Deux groupes formés d'éléments 
3-ples: 
pp, 77; By, py 39 af", e B, ay’, Ope 


4 


4) Un groupe formé d'éléments dou- 
bles: 


bc, cd', b'd, bd!, b'c, dc’. 


101. Le genre de la surface hyperelliptique du type VILL. Remarquons que 


les transformés d'un point de F, au moyen des transformations du groupe G,,, 
se partagent en deux groupes homologues par rapport à U, groupes qui sont 
“engendrés par la transformation TX, d'ordre 6; on en déduit que toute surface 
byperelliptique ®, image de Vinvolution /,,, pourra être transformée biration- 
nellement en une involution /,, d'ordre 2, appartenant à une surface v/,, du type 
IV. On peut établir, comme avant, que la /, vient engendrée sur // par une 
homographie involutoire, ete., etc., de sorte que l'on obtient le résultat suivant: 

Toute surface hyperelliptique répondant au groupe G,,, c'est-à-dire toute surface 
hyperelliptique du type VIII, est birationnellement identique à une involution T, 
engendrée sur une surface W,, d'ordre 12, du type IV, par une homographie invo- 
lutoire. 
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Cette homographie : 

Laisse invariant le point bipla- 
paire singulier, les deux points coni- 
ques de rang r et un point conique de 
rang 2 appartenant à la surface; 

change entre eux les deux points 
biplanaires de rang 1, les deux points 
biplanaires de rang 2 et les deux points 
coniques restant de rang 2. 


Laisse invariant la conique, les 
deux sextiques de rang r et une sex- 
tique de rang 2 appartenant à la sur- 
face; 

change entre elles les deux quar- 
tiques de rang r, les deux quartiques 
de rang 2 et le deux sextiques restant 
de rang 2. 


L'involution 7, possède sur v huit coincidences distinetes au point de vue 
des transformations birationnelles: deux coincidences tombent dans le domaine 
du dernier point double conique infiniment voisin au point biplanaire singulier, 
et deux coincidences dans le domaine de tout point double conique invariant. 

Il s'ensuit (n. 87) que »le genre p, — p, de toute surface hyperelliptique VIII 


est égal à r». 


102. Le modèle projectif des surfaces hyperelliptiques du type VIII. La sur- 
face ®,, dont les sections hyperplanes répondent aux courbes du système linéaire 
24 yper] P À 


[D|=|C + €' 4- --- + cm] 


tracé sur F', est d'ordre 24. 

Comme la @,, a le genre p — 1 et ses sections hyperplanes sont des courbes 
de genre 13, la dimension de l'espace renfermant 4», résulte égale à 13. 

Aux 7 groupes de /,, doués d'éléments multiples répondent 7 points doubles 
de ®, et aux 7 groupes singuliers de /,, répondent 7 courbes rationnelles. 

L'étude des points doubles et de la configuration formée par ces points et 
par les courbes rationnelles se fait en suivant la marche plusieurs fois indiquée. 

On arrive ainsi au théoréme suivant: 

Toute surface hyperelliptique du type VIII peut être transformée en une sur- 
face ®,,, d'ordre 24, appartenant à l’espace S,,. Cette surface renferme 7 points 
doubles et 7 courbes rationnelles remarquables; c'est-à-dire : 

Un point uniplanaire singulier, possédant trois points doubles successifs (dans 
les domaines de 1", 2%, 3"* ordre); trois points biplanaires singuliers, dont chacun 
possède un point double infiniment voisin; deux points biplanaires ordinaires et 
un point conique; une courbe d'ordre 2, trois courbes d'ordre 6, deux d'ordre 8 
et une d'ordre r2. 

Par rapport aux propriétés de la configuration appartenant à @,,, on a 


deux points biplanaires singuliers de rang r et un de rang 2; un point biplanaire 
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ordinaire de rang 1 et un de rang 2; deux sextiques de rang 1 et une de rang 2; 


une courbe d'ordre 8 et rang r, une de rang 2. 


Par le point uniplanaire passent 
simplement les deux sextiques de rang 
1 et la courbe d'ordre 8 et rang 1 avec 
un point de rebroussement. 

Par un point biplanaire singulier 
de rang 1 passent la conique, une sex- 
tique de rang r, la sextique de rang 2, 
et la courbe d'ordre r2. 


Par le point biplanaire singulier 
de rang 2 passent les deux sextiques 
de rang 1 et la courbe d'ordre 12. 

Par le point biplanaire ordinaire 
de rang 2 passent la conique et les 
deux courbes d'ordre 8. La courbe 
d'ordre 8 et de rang 2, y passe double- 
ment. 

Par le point biplanaire ordinaire 
de rang 2 passent les deux courbes 
d'ordre 8. La courbe d'ordre 8 et de 
rang 1 y passe doublement. 

Par le point conique passent les 
trois sextiques et la courbe d'ordre 12. 
La sextique de rang 2 et la courbe 


d'ordre 12 y passent doublement. 


Ajoutons que: 


La conique renferme les deux 
points biplanaires singuliers de rang ı 
et le point biplanaire ordinaire de 
rang I. 

Une sextique de rang 1 renferme, 
le point uniplanaire, un point bipla- 
naire singulier de rang 1, le point bi- 
planaire singulier de rang 2 et le point 
conique. 

La sextique de rang 2 renferme 
les deux points biplanaires singuliers 
de rang 1 et le point conique. 

La courbe d'ordre 8 et de rang 1 
renferme le point uniplanaire et les 
deux points biplanaires ordinaires. 


La courbe d'ordre 8 et de rang 2 
renferme les deux points biplanaires 


ordinaires. 


La courbe d'ordre 12 renferme les 
trois points biplanaires singuliers et le 
point conique. 


La configuration des points et des hyperplans singuliers qui touchent ®,, sui- 


vant ses courbes rationnelles, joue wn rôle caractéristique par rapport à cette surface 


hyperelliptique. 


Pour le prouver on se donnera une surface possédant une telle configuration 


de points et de hyperplans singuliers, et on táchera de construire une surface 4 


représentée sur la @,, comptee deux fois, qui appartienne au type IV. 


On devra obtenir sur une involution /,, qui agira d'une facon connue sur 


les éléments de la configuration caractéristique de w' (n. ror). 


En s’aidant par cette connaissance on trouvera qu'on peut obtenir une sur- 


face (^ transformée de la ®,, du type IV, en procédant de la façon suivante. 
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Soient 


les hyperplans tangents à ®,, suivant les deux sextiques de rang 1, et posons 


/ 
Vim Lio - » m Eus Yı = V m. 


La surface définie par ces formules résultera birationnellement identique à 
la @,, (type IV). 

C'est ce qu'on montrerait par une analyse détaillée dont nous croyons de 
pouvoir nous passer, attendu qu'elle ne présenterait aucune nouveauté. 


XIII. Surfaces hyperelliptiques régulières de rang 24 (types IX, X, XI). 


103. Surfaces de Jacobi possédant des groupes bi-tétraédriques. On a ici à con- 
sidérer la surface de Jacobi F attachée à la courbe f de genre deux 


VX (LT); 


qui admet le groupe bi-tétraédrique: 





ea, y= sin (ts vs) (ei ee 

waa fain ee (Eh y 2 a 
RE eee) ie Yt 
ie le ie 
ee ee) 


Ce groupe est engendré par les 3 substitutions 


DENE Te die nn zd 
(1) «@=—t, y iy) ^ pU = (> RES y (à + x) 
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dont les deux premières sont cycliques d’ordre 4 et la troisième d’ordre 3 ou 6, 
suivant que l’on prend : 


YV2i— —(i-4 1) ou Va2i—4 4 1. 


Nous désignerons par G,, le groupe de F qui répond au groupe envisagé de 
f au moyen de la correspondance point par couple entre la courbe et la surface. 
On peut prendre comme substitutions génératrices de G,, les transformations 
hermitiennes U,, U,, S, correspondantes aux transformations (r), où l'on a pris 
V2i — — (i 4 1). 

Le groupe G,, renferme le sous-groupe bi-diédrique G, engendré par U,, U,: 
hors des substitutions de ce sous-groupe on a en @,, 8 transformations cycliques 
d'ordre 3 S, S, S, S, S? 82 S2 S7, et 8 cycliques d'ordre 6 qu'on obtient de ces 


derniéres en les multipliant par la transformation de r'* espéce: 
K-U:.zU.. 


Les transformations de G,, ont un point uni commun répondant aux couples 
rk 
de la g}. 
En désignant les éléments unis de K (points et courbes C du système AX) 
par les symboles obtenus en combinant les nombres des deux séries 


1,2205 Neto NON UM 


et les éléments unis de S; par les symboles obtenus en combinant les caractères 
des deux séries 


di, bi, Ci, et Qi, bi, c'i, 
on peut toujours supposer qu'au point uni commun appartiennent les symboles: 
(m5) (a,al), (aa) aa) (azar) 


Il y a sur F 48 points qui restent invariant par rapport à des transforma- 
tions de G,,: c'est-à-dire le point uni commun, les 32 points unis appartenant 
ultérieurement aux transformations 5, S, S, S, et les 15 points unis appartenant 
ultérieurement à K. Les permutations produites par U,, U, entre les points et 
les courbes unies de K sont données par les tableaux au n. 92: il s'agit done 
d'établir quelles sont les permutations produites par S,, entre les éléments unis 
de K, et par U,, U, entre les éléments unis de S, S, S, $,. 

En faisant usage de considérations analogues à celles qu'on a exposées plu- 
sieurs fois dans l'analyse des types précédents, on arrive aisément aux tableaux 


cherchés que nous omettrons de transcrire ici. 
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La conclusion à laquelle on est amené par l'examen de ces tableaux est la 
suivante: 

L’involution /,, engendrée par G,, entre les points de F renferme 7 groupes 
doués d'éléments multiples, c'est-à-dire: 

1) Un groupe formé par le point uni commun compté 24 fois. 

2) Un groupe formé par les 12 points doubles: 


(x2!) (2) (13) (3) (x4') (14) (23) (23) (34) (3/4) (24) (2'4). 

3) Un groupe formé par les 8 points 3-ples: 

(ab) Aa, cab) ce) (as bis n (ases) dh) (aes): 
4) Un groupe formé par les 8 points 3-ples: 

(a^, b,) (ac) (a^55,) (a^, 0) (a,5,) (a'sc,) (a, 5.) (a.c). 
5) Un groupe formé par les 8 points 3-ples: 

(DON) Le como CIS P (DS DIS Os Cis) te: 04) (Ca CQ): 
6) Un groupe formé par les 8 points 3-ples: 

(b.c,) (be) (bc) (bc) (b.c 5) (5503) (bc) Buch). 
7) Un groupe formé par les 3 points 8-ples: 

(221) (33') (44). 


L'involution J,, engendrée par G,, entre les courbes € du système X, pos- 
séde 7 groupes doués d'éléments multiples, c'est-à-dire: 
1) Un groupe formé par les 4 courbes 6-ples: 
r ! ! I ! ! I I 
II -0,0,, 22 —040/;, 33 — 0340/3, 44 — 0404. 
2) Un groupe formé par les 6 courbes 4-ples: 
I I I I 


He MINNA, AU RET A ET de 


3) Un groupe formé par les 6 courbes 4-ples: 
23! ala. 24! o! I al 
23, 23, 24, 2.4, 345 3.4: 


4) Un groupe formé par les 8 courbes 3-ples: 


CA Ole, CAE CAs Cesar CAO Cera: aO oe 
1 I 1 1 2 2 2 2 8 4) 4 3 1 i 1 
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5) Un groupe formé par les 8 courbes 3-ples: 

he Ce 909 CoG, Math Cas Gad Clio 
6) Un groupe formé par les 8 courbes 3-ples: 

DOS CH LOMO EME RE OND NCC ARE DAD MENO E 
7) Un groupe formé par les 8 courbes 3-ples: 

Die CM DuC EDI CA DAC DEC OCs BiG 


Disons quelques mots du groupe G^, qui renferme le sous-groupe bi-diedri- 
que invariant @',, engendré par les substitutions 


DO = UT, 


A étant une convenable transformation de 24% espèce (n. 70). 

Comme G', répond à G, au moyen de la dualité entre les points de F et les 
courbes C du systeme X, le groupe G',, sera correlatif à G,,, et l'on pourra par 
conséquent obtenir les propriétés de la configuration relative à @',, en changeant 
entre elles dans le dernier énoncé les involutions /,, et J,, et les symboles entre 
( ) en symboles sans ( ), et réciproquement. 


"n 


Considérons maintenant le groupe G^;,, correlatif à lui-même, qui renferme 
[e] 249 


yn 


le sous-groupe invariant G7 (n. 70) engendré par 


UE IUE UE IU PE 


Comme 


TM 


on trouve tout de suite les permutations produites par UT, U‘; entre les éléments 


unis de A". Pour construire les tableaux restant, on commencera à remarquer 
que le groupe G7, étant oloédriquement isomorphe à G,,, on doit trouver en G5, 
une substitution 57, répondant à S, et changeant UT en UT, ete. ete. 

En ce cas la conclusion relative à la configuration des éléments unis est la 
suivante : 

L'involution /7, engendrée par G7, entre les points de F renferme 7 groupes 
doués d'éléments multiples, c'est-à-dire: 


Un groupe formé par les 4 éléments 6-ples: 


ras (eke (adi Na» iNOS Qs OR (CUI) 
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Deux groupes formés par 6 éléments 4-ples 


(x1) (33'). (12!) (22), (x3). (214) — (225). (44) (173). (24^). 34) (3/4) 


Quatre groupes formés par 8 éléments 3-ples: 


(a, 05)" (GHOSE) (ab ye (a b (aem (ael m (axes) eich); 
(GeO (2 02) Dar (aire (0:62) (aces)! (aires) 
(D DE (DDR (DSTI oo Meier ner): 
(Oe Ce eb C (Bch (Bia Gill DEC) Cs) (DICA) 


— 24 


L'involution J”, engendrée par G7, entre les: courbes € du systeme X, ren- 
ferme 7 groupes doués d'éléments multiples, c'est-à-dire: 
Un groupe formé par les 4 éléments 6-ples: 


Th erly ABl, Dich Ce Ce Cohan CNC 


Deux groupes formés par 6 éléments 4-ples: 





Quatre groupes formés par 8 éléments triples. Ces groupes ont les mêmes 
" 


247 


symboles des 4 groupes correspondants de J 
Dans la suite nous désignerons respectivement par IX, X, XI les classes de 
surfaces hyperelliptiques correspondantes aux groupes G,,, G',,, G7 


To 1° 


104. — Modèles projectifs des surfaces hyperelliptiques IX, X, XI. — Toute 
surface hyperelliptique €, image de l'involution /,,, peut aussi représenter une 
involution 7, appartenant à une surface yw, d'ordre 16, du type V. En effet les 
points d'un groupe de /,, se partagent en trois groupes engendrés par les trans- 
formations du sous-groupe bidiédrique G, renfermé en G,,. On passe d'un des 


trois groupes aux deux restant au moyen des transformations S,, S} 


5, de sorte 


que tout groupe de /,, vient être représenté par un groupe de trois points de w, 
formant un cycle de l'homographie w, périodique d'ordre 3, image de S,. 

On voit très aisément quelles sont les permutations produites entre les points 
doubles et les courbes rationnelles de # par l’homographie c, car il suffit de 
chercher les permutations produites par S, entre les groupes singuliers des invo- 
lutions J, et J, engendrées sur F et sur le système X, par le sous-groupe G,. 

On remarquera que la transformation S, laisse invariant quatre groupes de 
I, renfermant 8 points distincts: c'est-à-dire les groupes qui appartiennent aussi 


à J,,, lorsque on compte trois fois chacun de leurs points; de sorte que la w 
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laissera aussi invariant quatre points simples de v. On arrive ainsi au théo- 
réme suivant: 

Toute surface hyperelliptique D répondant au groupe bi-tétraédrique G,, peut 
représenter une involution I, appartenant à une surface W,, du type V: cette invo- 
lution étant engendrée par une homographie w périodique d'ordre 3, qui change en 
elle-même Ww. L'homographie w change en lui-même un point uniplanaire de w^ et 
distribue les trois uniplanaires restant, ainsi que les trois points coniques de W, en 
deux cycles; elle laisse invariant la courbe d’huitième ordre et distribue en deux 
cycles les six quartiques tracées sur W. Hors des points doubles il y a encore sur V! 
quatre points unis de w. 

Au point de vue des transformations birationnelles on a sur W six coinci- 
dences, car dans le domaine du point uniplanaire invariant P, il existe deux 
points unis simples, qui sont les coincidences de la correspondance projective 
(dont un cycle est formé par les trois points doubles infiniment voisins a P) 
existant dans le domaine de P. 

En connaissant le nombre des coincidences de /, on pourrait calculer le 
genre p, de la surface image de /,, et l'on trouverait p, — I. 

Cette conclusion s'aecorde avec la propriété, dont jouit un modèle conve- 
nable de la surface ®, de ne posséder que des points doubles abaissant d'une unité 
le genre des sections hyperplanes qui les renferment. On peut établir ce résultat 
directement de la facon suivante. 

Soit, comme d'habitude, 


| D | Ic (OH 35 ceat Ce) | 


le systéme linéaire de F qui renferme toute courbe C et ses transformées par 
rapport aux transformations de G,,. Désignons encore par @ ou par ®,, la sur- 
face d'ordre 48, dont les sections hyperplanes répondent aux courbes D. L’es- 
pace renfermant ® aura la dimension r — 25; cette valeur étant la seule possible 
lorsque le genre p, de ® est égal à 1. En vertu de la correspondance [1, 3] 
entre les surfaces @ et ı", aux sections hyperplanes 1° de ® répondent sur U les 
courbes d'un système linéaire |./| renfermant les courbes réductibles formées de 
toute section hyperplane de 4 et de ses transformées par rapport à c, c. 

Les points singuliers de 4 répondent: 

1) Au point uniplanaire invariant P. 

2) Au cycle formé par les trois points uniplanaires restant. 

3) Au cycle formé par les trois points coniques. 


1) A chacun des 4 points unis simples de la surface W. 


nis di 
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On voit aisément qu'au cycle 2) répond un point uniplanaire ordinaire de 
D, car le domaine de ce point vient correspondre biunivoquement au domaine d'un 
queleonque des trois points uniplanaires ordinaires qui lui sont homologues. Et 
d'une facon analogue on conclut qu'au cycle 3) répond un point double coni- 
que de ®. 

Comme la c établit entre les points appartenant au domaine d'un point uni 
simple Q, une homographie cyclique d'ordre trois ayant deux points unis, au 
point Q répondra sur ® un point biplanaire ordinaire: les deux domaines de ce 
point répondant aux deux points unis susdits, et le domaine du point simple in- 
finiment voisin suivant la direction de la droite commune aux deux plans tan- 
gents, répondant aux cycles de c infiniment voisins à Q. 

Il s'agit enfin d'étudier le point P' de ® qui répond au point uniplanaire 
P de v. 

On voit par des considérations désormais habituelles qu'aux sections hyper- 
planes issues par P' répondent sur U" des courbes / ayant en P un point triple 
dont les trois branches renferment les trois points doubles de #! infiniment voi- 
sins à P. On en tire tout de suite que les sections hyperplanes susdites ont en 
P' un point de rebroussement (ordinaire) de sorte que le point P' est un point 
uniplanaire (non taenodale). On peut ainsi poursuivre l'analyse du point singu- 
lier P'; mais ce qu'on a établi suffit pour affirmer que »la surface n'a que des 
points doubles abaissant d'une seule unité le genre des sections hyperplanes issues 
arbitrairement par un de ces points». ; 

Par la méme marche plusieurs fois indiquée, on arrive à compléter l'étude 
de la configuration des points doubles et des courbes rationnelles existant sur ®; 
de sorte que l'on peut énoncer le théoréme suivant: 

Toute surface hyperelliptique de rang 24 correspondant à un groupe G,, (type 
IX) peut étre transformée birationnellement en une surface (,,, d'ordre 48, appar- 
tenant à l’espace S,,. Cette surface renferme 7 points doubles et 7 courbes ration- 
nelles remarquables; c'est-à-dire: 

Un point uniplanaire singulier, un point uniplanaire ordinaire, quatre points 
biplanaires ordinaires et un point conique; une courbe d'huitiéme ordre, deux 
courbes de r2"* ordre, quatre de r6"* ordre. 

La surface ®,, renferme de plus trois points doubles infiniment voisins à 
chacun des deux points uniplanaires: ces points doubles appartenant au domaine 
de ı" ordre ou aux domaines successifs de 1°, 2, 3"* ordre, suivant qu'il s'agit 
du point uniplanaire ordinaire ou du point singulier. 

Par rapport aux propriétés de la configuration existant sur @,,, on a deux 


points biplanaires de rang r et deux de rang 2; une courbe de r2"* ordre et 
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rang I, une courbe de r2"* ordre et rang 2, deux courbes de r6"* ordre et rang 
ı et deux courbes de r6"* ordre et rang 2. 

Par le point uniplanaire singulier passent la courbe de r2"* ordre et rang 1, 
et les deux courbes de r6"* ordre et rang 2. Chacune de ces courbes passe par 
le point en question avec un rebroussement. 

Par le point uniplanaire ordinaire passent les deux courbes de 12™° ordre: 
la courbe de rang 1 y passe simplement et la courbe de rang 2 doublement. 

Par un point biplanaire de rang 1 passent simplement la courbe d'huitiéme 
ordre, une courbe de r6"* ordre et rang 1, et les deux courbes de r6"* ordre et 
rang 2. 

Par un point biplanaire de rang 2 passent simplement les deux courbes de 
rome ordre et rang r, doublement une courbe de r6"* ordre ct rang 2. 

Par le point conique passent doublement la courbe d'8"* ordre et les deux 
courbes de 12™° ordre. 

La courbe d'ordre 8 renferme le point conique (point nodal) et les deux 
points biplanaires de rang r (points simples). 

La courbe d'ordre r2 et rang 1 renferme le point uniplanaire singulier (point 
de rebroussement), le point conique (point nodal), le point uniplanaire ordinaire 
(point simple). 

La courbe d'ordre r2 et rang 2 renferme le point conique (nodal) et le point 
uniplanaire ordinaire (simple). 

Une courbe d'ordre r6 et rang r renferme le point uniplanaire singulier (re- 
broussement), un point biplanaire de rang 1 et deux points biplanaires de rang 
2 (simples). 

Une courbe d'ordre 16 et rang 2 renferme un point biplanaire de rang 2 
(nodal) et les deux points biplanaires de rang 1 (simples). 

105. — Pour les surfaces répondant aux groupes G',,, G7, on a des résultats 
analogues, que nous nous bornerons à énoncer: 

Toute surface hyperelliptigue répondant à @',, est birationnellement identique à 
une involution I, engendrée par une homographie w' de troisième ordre, qui change 
en elle-même une surface WW, d'ordre 16, du type VI. La w change en lui méme le 
point conique de W! et distribue en deux cycles les six points biplanaires; change en 
elle-méme une des quatres coniques de W et distribue en deux cycles les 3 coniques 
restant et les trois courbes d'ordre 8. Hors du point conique invariant il y a encore 
sur 1" qualre points unis simples. 

On a ainsi sur WU" six coincidences de /,, dont deux tombent dans le do- 


maine du point conique invariant. 
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Partant: 

Toute surface hyperelliptique de rang 24 correspondant à G',, (type X) peut 
être ramenée à une surface Q',, d'ordre 48, appartenant à 8,, et renfermant 7 points 
doubles biplanaires et 7 courbes rationnelles. 

Parmi les points doubles il y en a un qui possède un point double infini- 
ment voisin dans chacun des domaines de 1" et de 21 ordre, deux possèdent un 
point double dans leurs domaines de r" ordre et les 4 restant sont des points bi- 
planaires ordinaires. Parmi les courbes rationnelles une est d'ordre 2, une d'ordre 
6, quatre d'ordre 16 et une d'ordre 24. 

Par rapport aux propriétés de la configuration, on a un point biplanaire de 
rang r (c'est le premier point biplanaire singulier dont on a parlé ci-dessus), un 
point biplanaire singulier de rang 2 et un point de rang 3; deux points bipla- 
naires ordinaires de rang 1 et deux de rang 2. Les courbes d'ordre r2 se distri- 
buent en deux classes: deux de rang r et deux de rang 2. 

Par le point singulier de rang r passent simplement les deux courbes d'ordre 
16 et rang 1 et doublement (avec un oscnode) la courbe d'ordre 24. 

Par le point singulier de rang 2 passent simplement la conique et la courbe 
d'ordre 6 et doublement (avec un /acnode) la courbe d'ordre 24. 

Par le point singulier de rang 3 passent doublement la courbe d'ordre 6 
(avec un node) et la courbe d'ordre 24 (avec un tacnode). 

Par un point ordinaire de rang 1 passent simplement la conique, une courbe 
d'ordre r6 et rang 1 et les deux courbes d'ordre r6 et rang 2. 

Par le point ordinaire de rang 2 passent simplement les deux courbes d'ordre 
10 et rang 1 et doublement (avec un node) une courbe d'ordre 16 et rang 2. 

La conique renferme le point singulier de rang 2 et les 2 points ordinaires 
de rang r. 

La courbe d'ordre 6 renferme les trois points singuliers de rang 2 et 3. 

Une courbe d'ordre r6 et rang r renferme le point singulier de rang r, un 
point ordinaire de rang 1 et les 2 points ordinaires de rang 2. 

Une courbe d'ordre 16 et rang 2 renferme les 2 points ordinaires de rang 1 
et un point ordinaire de rang 2. 


La courbe d'ordre 24 renferme les 3 points singuliers. 


106. — Toute surface hyperelliptique répondant à G correspond aussi à une 


" 
( 


involution I, appartenant à une surface W" du type VII; cette involution étant engen- 


" 


drée par une homographie cyclique e d'ordre 3. La o 


distribue en deux cycles les 6 points bi distribue en deux cycles les 6 quartiques 


planaires de wp"; de will: 
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ramène en lui-même le point conique de 
la surface. 


ramène en elle-même la courbe d'ordre 8 
de la surface. 


Il y a sur Ww", hors du point conique invariant, quatre points unis simples. 


Il s'ensuit encore que 7, possède six coincidences, dont deux tombent dans 


le domaine du point conique, et par suite que le genre p, de toute surface ré- 


pondant à G7, est égal à 1. 
Aprés cela on a que: 


Toute surface hyperelliptique répondant à G7, (type XI) peut être transformée 


en une surface ®!., d'ordre 48, appartenant à l'espace S,, et renfermant 7 points 


doubles biplanaires et 7 courbes rationnelles remarquables. On a précisément: 


Un point biplanaire singulier possédant deux points doubles successifs, deux 


points biplanaires singuliers, dont chacun possède un point double successif, ct 


quatre points biplanaires ordinaires. 


Parmi les 7 courbes une est d'ordre 8, deux d'ordre r2, quatre d'ordre 16. 


Par rapport aux propriétés de la configuration, le premier point biplanaire 


singulier, dont on parle ci-dessus, est de rang r, et les deux points singuliers 


restant sont de rang 2. On a ensuite deux points biplanaires ordinaires de rang 


1 et deux de rang 2, deux courbes d'ordre 16 et rang ı et deux de rang 2. 


Par le point singulier de rang 1 
passent simplement les 2 courbes d'or- 
dre r2 et les 2 courbes d'ordre 16 et 
rang I. 

Par un point singulier de rang 2 
passent simplement une courbe d'ordre 
8 et une d'ordre 12 et doublement la 
courbe restant d'ordre 12. 

Par un point ordinaire de rang 1 
passent simplement la courbe d'ordre 
8, une courbe d'ordre 16 et rang 1 et 
les 2 courbes d'ordre 16 et rang 2. 

Par un point ordinaire de rang 2 
passent simplement les 2 courbes d'or- 
dre 16 et rang 1 et doublement une 


courbe d'ordre r6 et rang 2. 


La courbe d'ordre 8 renferme les 
points singuliers de rang 2 et les points 
ordinaires de rang r. 


Une courbe d'ordre r2 renferme 


les 3 points singuliers. 


Une courbe d'ordre 16 et rang 1 
renferme le point singulier de rang 1, 
un point ordinaire de rang ı et les 2 
points ordinaires de rang 2. 

Une courbe d'ordre 16 et rang 2 
renferme les 2 points ordinaires de 


rang r et un point ordinaire de rang 2. 


107. Les surfaces hyperelliptiques Dys, Ds, D/, caractérisées par la confi- 


quration de leurs points et de leurs hyperplans singuliers. - 


Nous venons de con- 


Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 395 


struire trois surfaces-modèles représentant les types IX, X, XI: ce sont les sur- 
faces}, Dis, DR. 

Chacune de celles-ci possède une configuration de points doubles et de hy- 
perplans tangents suivant des courbes rationnelles; plus précisement toute courbe 
rationnelle C d'ordre m (— 2, 6, 8, 12, 16, 24) appartient à un hyperplan qui a 
48 
n 


un contact d'ordre HE: le long de C. 


Or il y a lieu de reconnaitre que »si une surface d'ordre 48, à sections hy- 
perplanes de genre 25 en S,;, possède des points et des hyperplans singuliers for- 
mant une configuration qui jouit des propriétés correspondantes à celles de ®,,, 
Ds, d';., cette surface est hyperelliptique et appartient respectivement aux ty- 
pes IX, X, Xb 

C'est ce que l'on exprime en disant que: 

La configuration des points et des hyperplans singuliers joue un rôle caracté- 
ristique par rapport aux surfaces hyperelliptiques Dis, Dis, D. 

Rapportons nous d'abord à une surface d,,. Il s'agit de montrer que la 
configuration des points et des hyperplans singuliers permet de représenter pa- 
ramétriquement les coordonnées des points de la surface par des fonctions hyper- 
elliptiques ©. Et cette question se ramène à la question analogue concernant 
une surface du tvpe V, que l'on construit par le procédé suivant. 


Soient 


les deux hyperplans tangents suivant des courbes C,, d'ordre 16 et de rang r. 
Posons 


Yı = 3.5.26 — X205 Vor = | Ti Us. 


Par ces formules on définit une surface qui possède 3 points coniques cor- 
respondants au point conique de ®,,, 3 points uniplanaires correspondants au point 
uniplanaire ordinaire de ®,,, et un quatrième point uniplanaire (ordinaire) cor- 
respondant au point uniplanaire singulier de ®,,; tout point biplanaire de rang 
I, 2 de 44, résulte un point de diramation sur chaque nappe de @,, qui le con- 
tient, et correspond à un point simple de la surface qui est représentée sur la 
(,, comptée trois fois. Une analyse approfondie montre que cette surface est 
birationnellement identique à la 4, du type V. 

On procédéra par la méme méthode par rapport à une surface Q»,,. 

Analoguement à ce que nous avons fait pour le type IX, nous choisirons 
les deux hyperplans tangents suivant les courbes C,, de rang 1, Ces hyperplans 


étant représentés par 
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nous poserons 


/ 3 
Wi 8 pa on Von = tiny Von == EPA doe 


Nous obtiendrons ainsi une surface renfermant 6 points biplanaires singuliers 
correspondants à ceux de rang 2, 3 de ®',, et un point conique correspondant au 
point singulier de rang 1 (qui est un point de diramation sur chaque nappe de 
(/,.). Cette surface résulte birationnellement identique à la @',, (type VI). 

Soit enfin une surface possédant la même configuration que la 4^, du 
type XI. 

Choisissons de méme les hyperplans 


vy Ln "m — (9) 
tangents suivant des courbes C,, de,rang r. 
En posant 
3 
rade Olay = Cane: Dog = V Rh se 


on obtient une surface birationnellement identique à la 47, (type VID). 


XIV. Quelques remarques concernant les surfaces hyperelliptiques régu- 
ASS SRE eX: 


108. — Transformation des surfaces-modeles I, ...XI en des surfaces du qua- 
trième ordre. Nous avons choisi comme modèles des surfaces hyperelliptiques de 
rang rr, IL... XI des surfaces d'ordre 27, ®s,, appartenant à des hyperespaces. 

Or toute My, peut être projetée successivement par ses points doubles, ou 
par quelques unes de ses courbes rationnelles remarquables. Par ce procédé on 
peut toujours transformer une surface hyperelliptique 4», en une surface d'ordre 
ı de l'espace ordinaire. 

Pour ce qui concerne les surface II, ... VIII, il suffit de les projeter succes- 
sivement par des points doubles. Dans le cas IX considérons p. ex. l’espace 5,; 
qui renferme une courbe C,, de rang 2, et projetons de S,, la 4,, en une sur- 


16 u 
face @,, de S,; D 


14 


possède 4 points doubles infiniment voisins, un point unipla- 


naire ordinaire (auquel sont voisins trois points doubles), un point biplanaire et 
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un point conique, de sorte que elle pourra être projetée en une surface d'ordre 
4 de S, en prenant successivement comme centres de projection 5 points doubles. 
D'une façon analogue on réussit à projeter en une surface d'ordre 4 les 


" 


autres surfaces ',,, D, 


109. — Représentation sur un plan double. — Les surfaces du quatrième 
ordre auxquelles on est amené de plusieurs façons différentes par des projections 
successives de nos d»,, possèdent des points doubles; en prenant un de ces points 
comme centre de projection on ramenera la surface à un plan double ayant une 
courbe de diramation d'ordre 6. 

Par les remarques qui precéde se trouve établi le théoréme suivant: 

Toute surface hyperelliptique de rang r > 1 admettant une representation para- 
métrique propre par des © irréductibles relatives à un tableau de périodes primitives 


O I h g, 


peut étre transformée en une surface du quatrième ordre, ou. si Von aime mieux, en 


une surface du sixième ordre 


La surface du quatrième ordre aura en général des points doubles et des 
surfaces tangentes suivant des courbes rationnelles; ces points et ces courbes 
formerons une configuration caractéristique qui dépend non seulement du type 
auquel appartient la surface hyperelliptique donnée, mais aussi des liens en par- 
tie arbitraires qui rattachent cette configuration 4 celle de la surface typique 
correspondante, q»,. 

De même les courbes f — o, d'ordre 6, correspondantes à des surfaces hyper- 
elliptique z? — f (x y) auront des points doubles et des courbes pluritangentes jouant 
un róle caractéristique. 


110. — Surfaces hyperelliptiques du quatrième ordre de rang 3 (type Il). 
Considérons la surface hyperelliptique ®, (type II). 

En la projetant par le point double (1r on aura une surface du quatrième 
ordre qui renfermera quatre droites ı'2, r2', 13', r'3, contenant chacune trois 
points doubles biplanaires, et formant un quadrilatére gauche, dont les sommets 
sont les points doubles (22') (2'3) (33) (3'2). 

Ainsi done on obtient une surface du quatrième ordre possédant 8 points bi- 
planaires qui sont situés trois par trois sur 4 droites. Il v a en outre 5 coniques 


appartenant à la surface et renfermant chacune 4 points biplanaires ete, 
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Il est aisé d'écrire l'équation de cette surface du quatrième ordre. 
En supposant que 4 soit représentée par les équations (5) du n. 79, et 
que le centre de projection tombé en le point (1, 0,0, — 1, 0, 0), posons 


y; = RE; Yo Y», Ya = Vs. 


Ys 


|| 
7 


Ys — X5; Yo —X- 
Supposons que la projection soit faite sur l'hyperplan 


EUH DAE Cg agai Le pn On 
il faudra poser 
E— (Tr, + & + di), 
On aura 
Vi Va Us + À Ya Ys Yo — € (Ya Ya — ^ Ys Yo) — O 
Yıya EVANS oeste (A yo. 





Eliminons «, remplacons y,, y, par — y, — 9%, — y, — Ys, et enfin posons 





Vo eec pan E TU ADU E Is 


on aura l'équation de la surface du quatrième ordre sous la forme suivante : 
[y (a+ y) — 4 (z  x)] [ey — (x + y2) + Virz—VA(z + xy] —[ryl(x 4-9) 4-42 (2-- x)] — 0. 


Il. — Quelques exemples de surfaces hyperelliptiques z? — f (x y). Reprenons 
la surface hyperelliptique du quatriéme ordre du type II considérée ci-dessus et 
projetons-là sur un plan double en prenant comme centre de projection le point (22). 

Sur le plan double on trouvera une courbe de diramation d'ordre 6 possé- 
dant 7 points doubles (13') (2'3) (1'3) (23!) (33') (12) (1'2), parmi lesquels il y a 
deux couples de points infiniment voisins (13') (2'3), (13) (23); il y aura deux 
droites renfermant chacune trois points doubles et se Goupant en le point double 
(33) etc. 

Nous ne développerons pas l'étude de ce plan double qui en somme n'est 
pas trés élégant à cause du défaut de symétrie de sa configuration caractéristique. 
I] suffira de remarquer que la projection du modèle que nous avons construit en 
un hyperespace, conduit en ce cas, aussi bien que dans les cas successifs, à dé- 
terminer les plans doubles correspondants au type hyperelliptique donné. 

Parmi les autres types de surfaces hyperelliptiques, il y en a un qui amère 
à un plan double extrémement simple et trés élégant, Nous nous arréterons sur 


cet exemple. 
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Considérons la surface 44, de S, (type V). Elle possède 4 points doubles 
uniplanaires ordinaires (dont chacun a 3 points doubles infiniment voisins) et 3 
points coniques; en projetant de ceux 7 points doubles la surface vient repré- 
sentée sur un plan double. La courbe de diramation de celui-ci sera une courbe 
Gi, 
points infiniment voisins, c’est-à-dire en 6 tacnodes correspondants aux quarti- 


d'ordre 6, possédante 12 points doubles qui se réunissent en 6 couples de 


ques de D. Les 6 tacnodes se trouveront trois à trois sur une droite représen- 
tant le domaine d'un point uniplanaire de ®. 

En conclusion la surface D vient représentée sur un plan double dont la 
courbe de diramation C, passe doublement par les 6 sommets d'un quadrilatére 
complet, et a en ces points des tacnodes. 

Il est aisé de caractériser une telle C. 

D'abord son genre (numérique) étant — 2, la courbe se décompose en trois 
parties, et on peut reconnaitre que ces parties sont des coniques. 

Or il s'agit de construire trois coniques se touchant deux à deux deux fois, 
de facon que les points de contact tombent en les sommets d'un quadrilatère 
complet. Ces conditions suffisent à déterminer un triplet de coniques, bien dé- 
fini au point de vue projectif. 

Par une transformation homographique du plan on peut ramener le quadrila- 
tére à un carré; alors, parmi les trois coniques, deux deviendront des hyperboles 
équilatéres éguales ayant les mémes asymptotes, et la troisiéme devient un cercle 
passant par les quatre sommets du carré, qui sont aussi les sommets de nos hy- 
perboles. 

Ainsi done la courbe C, se réduit à 


(2 + y®—ı) (x?— y? —1) (y^ —2* — 1) — 0: 


le cercle imaginaire 
L+Y +I—=0, 


qui touche en deux points chaque conique faisant partie de C,, représente sur 
le plan double la courbe d'ordre 8 de ® (courbe qui passe doublement par les 
3 points coniques de cette surface). 

En conclusion on a le théorème suivant: 

Toute surface hyperelliptique du type V (premier cas bi-diédrique) peut étre 


transformée birationnellement en la surface 


2 


(a? + y — x) (zx? — y? — x) (y* — 2 — 1). 


[o] 
to 
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DEUX ERREURS DANS LA TABLE DES RACINES PRIMITIVES 
DE WERTHEIM. 


Lettre à l’éditeur. 
PAR 
C. POSSE 


A ST. PETERSBOURG. 


Monsieur, 


Parmi les manuscrits du feu M. KoRkINE se trouve une table, contenant 
une racine primitive pour chacun des nombres premiers inférieurs à 4 000. 

En la comparant à celles de M. WERTHEIM, insérées dans les t. 17 et 20 des 
Acta mathematica, j'ai trouvé dans ces derniéres, outre les erreurs, corrigées par 
M. Werruerm lui-même dans les t. 20 et 22 de Votre Journal, encore deux, que 
je me permets de Vous signaler. 

1) La plus petite racine primitive du nombre p — 2161 est 23; le nombre 
14, indiqué dans la table de M. WErTHEIM (t. 17) n'est pas racine primitive, 
appartenant, suivant le module p, à l'exposant 720 ber 

2) Le nombre p — 3851 n'a pas ro pour racine primitive, comme il est indi- 
qué dans la table de M. WeRrTHEIM (t. 20); le nombre 10 appartient, suivant 
le module p, à l'exposant 770 Ps 

La table de M. KonkiNE diffère de celles de M. WerTHEIM en ce qu'elle 
contient outre les racines primitives encore d'autres nombres, appelés caractères, 
et servant à la résolution de toutes les congruences binómes, sans le secours 
des tables d'indices, qui ne sont caleulées, autant que je sais, que pour les nom: 


bres premiers inférieurs à 1 000 (Canon arithmeticus de JACOBI). 
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La méthode de la résolution des congruences binómes, fondée sur l'emploi 
des caractères, est exposée dans un mémoire posthume de KORKINE, qui va par- 
aître prochainement dans le «Recuiel mathématique» de Moscou (en russe) avec 
la table. calculée par l’auteur. 

Je profite de l’occasion pour rappeler de l'existence d'une table plus vaste 
et plus ancienne que les tables de M. WERTHEIM, due à E. DESMAREST, présentée 
à l’Institut de France en 1845 (voir Comptes rendus T. XXI (1845) et T. XXII 
(1846)), et publiée ensuite en 1852 dans une monographie de l'auteur sous le 
titre »Traité d'analyse indéterminée» (Paris, Hachette). 

La table de M. DESMAREST contient une racine primitive pour chacun des 
nombres premiers inférieurs à 10,000, ce qui est le double de la limite des tables 
de M. WERTHEIM; en dehors de la limite 5,000, les tables de M. WERTHEIM ne 
contiennent les racines primitives que pour les nombres premiers de la forme 
2"g +1, q étant premier impair. 

Je dois la connaissance du travail de DEsMAREST à M. A. MARKOFF, qui l'a 
trouvé grâce à une indication, faite par M. Escort dans »l'Intermédiaire des 


mathématiciens» pour 1905, pag. 17—19. 
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